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RESUMO
Neste trabalho estudamos, atrav6s da teoria da dindmica nSolinear, o comporta,rnento
de modelos em dois domfnios do conhecimento: a economia e a ecologia.
Utilizando a teoria da din6,mica simb6lica, pretendemos contribuir para uma andlise
rigorosa de modelos. Em particular, caracteriza,rros o comportamento ca6tico de certas
aplica,g6es atrav6s do crilculo de invariantes topol6gicos, estudamos a sua variagfio com
alguns pardmetros importantes e apresenta,rnos considera46es relevantes a partir dos re.
sultados obtidos. A prop6sito do comportamento ca6tico dos modelos, aplicamos t6cnicas
para controlo do caos.
Primeiramente a,nalisamos um modelo ca6tico que governa os lucros de uma empresa.
O estudo deste sistema revelou a exist6ncia de aplicaq6es iteradas r:nidimensionais que
permitem caracterizar a dind,mica e exibir uma aplicaqio do controlo do comporta,mento
ca6tico.
No contexto da economia, apresenta,rnos ta^rnbdm um estudo analftico relativo a um
mdtodo para controlo do caos num modelo paxa a acumulaqio de capital.
Seguidamente 6 dedicada atengSo a um modelo discreto de ciclos econ6micos do tipo
Kaldor, de dimensSo dois e estrutura triangula,r, com enfAse nas dinfusricas isentr6picas.
A riltima parte deste trabalho 6 dedicada a,os sistemas din6,micos aplicados i, ecologia.
Atendendo A, import6ncia dos mecanismos geradores do caos, analisa,rros um modelo de
cadeias alimentares tritr6ficas particularmente significativo neste domfnio.
Concluimos a incursdo nas aplica46es A, ecologia com a construgdo de um modelo de
preda{So com cooperaqSo. Devido il exist6ncia de caos transiente, que tem como con-
sequ6ncia a extingSo de uma das esp6cies, caracterizamos a dindmica em direcgSo d crise
e aplicamos um m6todo para controlo do comporta,mento ca6tico.
Finalmente, tecemos consideraq6es relativas A, importAncia da teoria dos sistemas
din6rnicos como um instrumento de anrilise que contribui paxa o conhecimento profundo
do comportamento dinimico de modelos, desvendando um cardcter estruturado por detrris
da complexidade.
PAIAVRAS-CHAVE: modelos na economia, modelos na ecologia, aplicaq6es no inter-
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Capftulo 1
Introdugio e preliminares
"Seria posstuel d,izer o que 6 a Matemdtica se esta fosse uma ci€ncia morta. Mas a
Matemdtica 6,, pelo antrdrio, uma ci€,ncia uiua, que se encontra hoje, mais do que nu,nco,,
em rd,pid,o d,esenuolaimento, prcliferand,o ud,a aez ma,i,s enx noaos ranl,os, que mud,am nfro
s6 a sua fisionomia, como at€, a sua ess€ncia.tt
Jos6 SebastiSo e Silva
A aplicaqSo de conceitos e m6todos matemri,ticos 6 considerada fundamental no pro-
gresso de diversas rireas do conhecimento, como por exemplo a engenharia, a quimica, a
fisica, a economia, a biologia, a ecologia, entre outras. As quest6es suscitadas por estes
domfnios revela,m-se verdadeira,urente estimulantes, exerceudo um papel determinante no
desenvolvimento de teorias e novos rarnos da pr6pria matemritica.
Um dominio da matemri.tica privilegiado no que diz respeito d, sua riqueza conceptual
e aplicabilidade 6 a teoria dos sistemas dinA,micos (discretos e continuos), em particu-
lar a chamada ci6ncia nSolinear. A teoria dos sistemas dinAmicos integra de um modo
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harmonioso e indispens6,vel tr6s grandes 6reas da matemritica: a andlise, a 6lgebra e a
geometria. A dind,mica nSo.linear diz respeito ao estudo de sistemas onde uma pequena
variagdo num parAmetro pode conduzir a sribitas e drristicas mudangas nos comportamen-
tos quarrtitativo e qualitativo do sistema. A aruilise das interacE6es ndo-lineares revela
o modo como surgem estruturas qualitativamente novas e como elas se relacionam com
a teoria jr{, estabelecida. A utilizagdo de t6cnicas computacionais 6 usualmente identifi-
cada como o principal catalisador do desenvolvimento da ci6ncia n5o-linear, desvendando
um cardcter estruturado por detrris da complexidade. Surpreendentemente, os modelos
construidos em diversas dreas do conhecimento, considerando os principios fundamentais
da complexidade, revelam partilhar um conjunto de importantes propriedades. A notdvel
aplicabilidade da ci6ncia nio.linear em dominios t6o distintos e aparentemente desconexos,
confere-lhe o estatuto de um possivel factor de unificaqdo metodol5gica nas diversas dreas
do conhecimento. Ao explorar estruturas comuns em diferentes sistemas, os cientistas
estudam e modelam interdisciplinarmente a complexidade da natureza e da sociedade. As
novas t6cnicas e conceitos proporciona,rrr m6todos efi.cazes paxa a modela,gSo e simula4So
de altera45es srlbitas e irreversiveis nos sistemas naturais e sociais.
Historicamente, a teoria n6o-linear moderna teve o seu infcio com o matem6tico fra^nc6s
Henri Poincar6 (185a1912). Poincar6 revolucionou o estudo das equa46es ndo-lineares,
introduzindo t6cnicas qualitativas ou geomdtricas e conceitos topol6gicos, para discutir
propriedades globais das solug6es dos sistemas, especialmente para aqueles em que os
m6todos estritamente analiticos ndo se revelavam eficaaes. Com a emerg6ncia da teoria
qualitativa 6 atribufda maior importSncia ir, compreens6o do comportamento global das
solug6es, em detrimento do comportamento local de solug6es analiticas particulares. Nos
a,nos que se seguiram, o estudo dos sistemas din6,micos foi grandemente enriquecido com
as contribuig5es de matem6,ticos como Liapunov, Kolmogorov, Arnold, Sinai, Birlilhofl,
Cartwright, Littlewood, Smale, entre outros. Por volta de 1975, muitos cientistas em
todo o mundo apercebera,m-se da exist6ncia de um novo tipo de movimeuto nos sistemas
dind,micos - designado por mos. Este termo foi introduzido para designar um compor-
tamento din6mico aperi6dico, que ocorre num sistema deterministico e que exibe sensi-
bilidade As condig6es iniciais. O que 6 verdadeiramente surpreendente 6 que este tipo de
comportamento pode ocorrer em sistemas aparentemente muito simples. Nas aplicaqSes
da teoria do ca,os s6o usados conceitos como catdstrofes, bifurca45es, atractores estranhos,
periodicidades e aplica46es no intervalo. Todos estes t6picos ndo podem ser efectiva,rrente
estudados por m6todos analiticos tradicionais, os quais est6o essencialmente relacionados
com a linearidade, a estabilidade.
O trabalho que seguida,rrente se apresenta, constitui uma incursSo em dois domfnios:
sistemas dind,micos d,iscretos aplicados d, economia e sistemas dindmius discretos aplica-
d,os d ecologia. Com a utiliza46o da teoria da dindmica nio-linear pretende-se contribuir
para uma andJise rigorosa de modelos e paxa uma nova visSo da din6,mica que inclui a
complexidade. Uma razSo plausivel e incontorn6vel para aplicar a teoria do cao,s a estas
6reas da ci6ncia 6 devida ao facto do comportamento ca6tico n5o ser de forma alguma
uma ocorr6ncia rara ou patol6gica, e devido ao facto dos resultados obtidos poderem ser
releva,ntes tanto do ponto de vista matemd,tico como do ponto de vista da economia e
das ci6ncias da vida. Neste contexto, concluiremos este primeiro capitulo com a apre-
sentaqfro de definig5es e resultados que serSo funda,rnentais na caracterizaqdo da dind,rnica
dos modelos, no 6,mbito dos sistemas din6rnicos discretos, no que diz respeito a din4mica
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simb6lica, teoria de kneading. partig6es de Markov, invariarrtes topol6gicos, comporta-
mento ca6tico e controlo do ca,os.
A primeira parte deste trabalho, dedicada aos sistemas din.dmicos discretos e a econG
mia, compreende tr6s capitulos. No capitulo dois estudamos um modelo ca6tico que
governa os lucros de uma empresa. O estudo deste sistema, constituido por tr6s equaq6es
diferenciais ordindrias, revelou a exist6ncia de aplica,g6es iteradas unidimensionais que per-
mitem apresentar uma caracterizaqilo da din6rnica e exibir uma aplica4do do controlo do
comportamento ca6tico. No terceiro capftulo 6 apresentado um estudo analitico relati-
vamente a um m6todo cldssico de controlo do caos, baseado em pulsos peri6dicos, num
modelo econ6mico pa,ra a acumulaqdo de capital. O capitulo quatro 6 dedicado i, anrilise
da complexidade de um modelo de ciclos econ6micos do tipo Kaldor. Este modelo discreto
de dimensSo dois e estrutura triangular permite um estudo particularmente interessante
em termos de dinAmicas isentr6picas.
A segunda parte, consignada aos sistemas din4micos discretos e a ecologia, inclui dois
capitulos. O quinto capitulo versa sobre a aniiJise de um modelo de cadeias alimentares
tritr6ficas que, recentemente, se revelou de import6ncia singular no estudo dos meca-
nismos geradores do caos. A redugSo da dimensSo da din6,mica, com o aparecimento de
aplicag5es iteradas unimodais e bimodais, possibilita uma compreensSo mais detalhada
do comportamento das variriveis intervenientes. FinaJmente, no capftulo seis construimos
um novo modelo representativo de predaqdo com coopera,gSo numa cad.eia alimentar. O
comportamento deste sistema 6 caracterizado pela exist6ncia de caos transiente que, neste
caso, tem como consequ6ncia a extingd,o de uma das esp6cies. Neste contexto 6 apresen-
tado um m6todo de controlo do caos, que actua sobre as varid,veis dind,rrricas e permite
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manter o comporta,rrento ca6tico do modelo, que significa a preserva45o da esp6cie. Il
tarnb6m efectuada uma andlise exaustiva de certas estruturas inerentes a,o procedimento
de controlo.
6 importante salientar que subjacente As investiga46es desenvolvidas edste um exaus-
tivo trabalho computacional de progra,ma46o e de simulaq6es num6ricas que fora,m inteira-
mente realizadas pelos intervenientes nesta dissertaqeo. O soJtware utilizado corresponde
a,o programa Mathematica 6 da Wolfram Research.
Concluiremos este traba,lho com algumas considera46es relativas d, importAncia da teo-
ria dos sistemas dinS^rrricos como instrumento de and.Lise e suporte conceptual para o
conhecimento profundo da estrutura din6,mica dos modelos. A utilizaqSo da din6;rrica
simb6lica surge como um factor de unificaqSo metodol6gica no estudo do comporta-
mento ca6tico e confere.lhe um cardcter surpreendentemente estruturado, desvendando
propriedades dissimuladas pela complexidade.
1.1 A teoria dos sistemas dindmicos discretos: invariarrtes
topol6gicos e controlo do caos
Nesta secgSo apresentamos definig5es e resultados fundamentais da teoria dos sistemas
diud,micos discretos necessdrios para as investiga46es desenvolvidas uos capitr:los seguintes.
Em particular, exibiremos conceitos e m6todos que integra,m a teoria da din6,mica simb6lica
- central na and,lise quantitativa e qualitativa que nos propomos empreender. As ideias
subjacentes d din6rnica simb6lica remontam aos finais do s6culo XIX, quando o matem6tico
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franc6s Jacques Hada^rrrard, publicou em 1898 um artigo sobre geod6sicas de urra famflia
de superficies com curvatura negativa. Neste contexto surgiram igualmente trabalhos
realizados por Emil Artin em 1924, Myrberg, Hedlund, entre outros autores. A primeira
abordagem formal da teoria da dind,mica simb6lica foi desenvolvida pelos matemdticos
norte-americanos Marston Morse e Gustav Hedlund no seu trabalho, em 1938 [1] . Esta
teoria conheceu um notri,vel desenvolvimento nas d6cadas de 60 e 70 com as investiga46es
dos matem6ticos norte-a^mericanos Rufus Bowen e Stephen Smale e da sua escola assim
como atrav6s das contribuig6es do matemri,tico russo Yakov Sinai e da escola sovi6tica de
teoria erg6dica.
A dindmica simb6lica surge como um m6todo prrltico para estudar sistemas din6rnicos,
de tal forma que o estado de um sistema 6 observado apenas em momentos discretos. Este
procedimento conduz ao estudo das iteradas de uma dada aplicagSo. Al6m da discretizaqdo
do tempo surge simultaneamente a discretizagSo do espaqo. A ideia 6 dividir o conjunto
de estados possfveis num determinado nfmero de fracg6es e seguir a evolugS,o de cada
uma delas em cada unidade de partigSo do tempo. A cada fracgio 6 associado um sfmbolo
e, deste modo, a evolugSo do sistema 6 descrita por uma sequ6ncia de simbolos de um
determinado aJfabeto. Este procedimento conduz a um sistema dinAmico simb6lico que
nos ajuda a compreender o comportamento dindrnico do sistema original.
A dindmica simb6lica foi desenvolvida e utilizada com um notri,vel sucesso no estudo de
sistemas dind,micos discretos, em particular nas aplica45es de um intervalo real nele pr6prio
(ver por exemplo as contribuig6es de Milnor e Thurston [2], Lampreia e Sousa Ramos [3]
entre outros). O seu cardcter unidimensal confere-lhe um contexto especialmente adequado
para o estudo de propriedades dind,micas, paxa o desenvolvimento de conceitos e paxa a
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construgdo de invariantes essenciais na sua classificaqSo topol6gica. A codifica,gdo simb6lica
dos intervalos de monotonia e o estudo das sequ6ncias simb6licas associadas As 6rbitas
dos intervalo permitem-nos estudar aspectos qualitativos das aplicaq6es unidimensionais
sob duas perspectivas distintas: a teoria de kneailing e a teoria das cadeias de Markov
topol6gicas.
No estudo dos modelos ca6ticos apresentados nos capitulos seguintes snrgem transver-
salmente as aplicag5es unidimensionais seccionalmente mon6tonas, com dois ou tr6s inter-
valos de monotonia, o que significa, respectivamente, a ocorr6ncia de um ou dois pontos
crfticos no intervalo (o conceito de ponto critico refere-se a um ponto onde se dr{ uma
inversSo da monotonia, exigindo apenas a continuidade e ndo a diferenciabilidade das
fung6es em estudo). Por conseguinte, da teoria estabelecida para as aplicaq6es rn-modais
(fa,milia de aplicag6es continuas no intervalo I com m pontos criticos e nx + 1 intervalos de
monotonia) dar-se-ri,, no que segue, especial relevo as aplica,g5es unimodais e bimodais. A
prop6sito do cardcter ca6tico dos modelos, e atendendo i import6ncia dos comporta,meu-
tos peri6dicos em determinados contextos, sdo apresentados os firndamentos do m6todo de
controlo do ca.os desenvolvido pelos matemdticos Ott, Grebogy e Yorke [ ] em 1990. 6 im-
portante salientar que este m6todo, que encontra uma forma de suprimir o caos atrav6s da
actua46o sobre um parA^uretro de controlo, apesa,r da sua efici6ncia s6 muito recentemente
foi objecto de aplicaqfio em algumas ci6ncias, em particular nas ci6ncias da vida. Para
consulta de algumas contribuig6es fundamentais relacionadas com m6todos de controlo
do caos, quer seja, por exemplo, atrav6s da aplicagdo de um amortecedor, do m6todo de
Pyragas ou de controlo proporcional com feedback pode ver-se o Iiwo de Kapitaniuk [5].
Introdugd,o e prel,i,minares
Deffnigdo l Seja )( C lR" unx espaQo m6,trico compacto. Seja aind,a f : X ------ X uma
aplicagd,o e no urn ponto ilo dom,ini,o de f . Entd,o, se n e N, d,esigna-se por l"@o) a
n-6sima iterada ile f em ino, ou seja,
n aezes n aezes
O conjunto ile todas as ,iterad,as d,e us, {fn(ro)}Lo, chama-se 6rbita d,e ro. O par (X, f)
d,esigna-se por s'istema d,indmico d,iscreto definid,o pelas iterad,as da aplicacdo f.
Um ponto cujas iteradas correspondem sempre a,o mesmo ponto 6 designado ponto
fixo. os pontos fixos s6o muito importantes no estudo da dinri,mica das fungdes,
Definig6o 2 seja f : x ----+ X uma fungd,o e no url ponto do d,omdnio de !. Entd,o, as
6, um ponto fiao de f s" f (*o) : *0.
DefinigSo 3 seja f : x ------+ x uma fungd.o e rs e x. o ponto re d um ponto peri6dico
d,e f d,e periodo k se fk(us) : uo- O nlenor ualor d,e k que sati,sfaz a condi,gdo anterior
chama-se perfodo de rs. Assim, um ponto 6. um ponto peri,6dico d,e f ite perdod,o k se 6 um
ponto fi,ro it" fk. Se rs 6, um ponto peri6d,ico, entd,o ele pr1prio e as respectiaas ,iterad,as
designam-se por 6rbita peri6d,ica ou por ciclo peri6ilico. (Jm ponto rs d,iz-se aperi1dico se
.fk'(ro) I fk,(*o), Yh * kz.
Seguidamente, descrevemos quais as implicaq5es da presenga de um ponto de periodo
3, ou de qualquer outro ponto de periodo n, na exist6ncia de outros pontos peri6dicos. A
resposta decorrerd, de dois teoremas famosos, o teorema de Li e Yorke (1975) e o teorema
de Sharkovsky (196a).
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Teorema 1 (Li-Yorke). Suponhamos que f 6 cont{nua no intervalo rcal fechad,o J, com
J 2 f (J). Se f tem um ponto d,e period,o 3, entd"o f tem pontos de tod,os os outros
period,os.
DemonstragSo Para uma prova deste resultado pode consultar-se [6].
Mas, se considerarmos agora que apenas conseguimos mostrar que / tem um ponto
peri6dico de periodo 5, terii, a aplicaqfio / de ter pontos de todos os periodos? o teo
rema noti{,vel do matemiitico ucrarriano A. N. Sharkovsky responde completamente a esta
questSo. Com o prop6sito de apresentar o teorema de Sharkovsky 6 necessr{rio definir
ordem de Sharlcoas&g dos inteiros positivos:
.3 > 5 > 7 > ... > 2.3>2.5>2.7 >...>22.3>22.5>22.7 >...
inteiros impares 2.(inteiros impares) 22.(inteiros impares)
2n.(inteiros impares) potGncias de 2
A relagdo a > b indica que a precede b na ordem. Todo o nfmero natural pode ser
encontrado exactamente uma vez na ordem de Sharkovsky.
Teorema 2 (sharkousky). suponham,os que f 6 umafunqd,o continua ernlR e que f tem
um ponto peridd,ico de pertodo n. Se n > m, na ordem d,e Sharlcoasky, entd,o f tamb6.m
tem um ponto peri6d,ico d,e period,o m.
DemonstragSo Ver [7] e [8].
Notese que, considerando m : 3 no Teorema de Sharkovsky obt6m-se o Teorema de
Li-Yorke como um seu coro}irio. Os dois teoremas d6,o-nos informa4So acerca das 6rbitas.
Foi precisamente a informaqSo acerca das 6rbitas que deu origem d, nog6o de caos.
10 Introilugi,o e preli,mi,nares
A nogSo de caos que usaxemos neste trabalho estri associada a um importante invariarrte
topol6gico relacionado com o crescimento orbital - a entropia topol6gica. Este invariarrte
num6rico, primeira;nente introduzido por Adler, Konheim e McAndrew [9] em 1965, repre-
senta a taxa de crescimento exponencial do nfmero de segmentos de 6rbitas distinguiveis.
A entropia topol6gica descreve, de um modo sugestivo, a complefdade orbital atravds de
um rinico nrimero, ndo-negativo, que pode ser defi.nido de diversas formas.
Definig6o 4 Sejamx C IR.?l urn espaQo mdtrico compacto, com m6trica d e f : X ----+ X
uma aplicagdo contdnua. Para cada n e N, deTtza-se urna noaa mdtrica dn, em X, por
dn : rrax {a (fd("), fd (d) : o I i, < rz} .
Dad,os e ) 0 en) l, o subconjunto E d,e X diz-se (n,e)-separado se cada par d,e pontos
d,istintos d,e E estd & urna distd,ncia de pelo nlenos € corn a mdtrica dn. Designand,o por
N(n,e) a m,rd,inali,d,ad,e md,rima de um conjunto (n,e)-separad,o, a entropia topol1gica de
f 6 d,efinid,a por
ht,p(f): ],$ (H.*N(n,e)) .
DeffnigSo 5 Nos condigdes anteriores, considerando rt : L, a aplicagdo f d,iz-se topologi-
camente caitica se a, sua entrop,i,a topoligica for positiua.
6 interessante salientar que, a exist6ncia de caos topol6gico n6o implica que todas as
6rbitas do sistema tenham comportamento assimpt6tico complexo. Em particular, uma
aplicaqSo pode ter uma 6rbita peri6dica est6vel que atraia as 6rbitas de quase todos os
pontos e possuir entropia topol6gica positiva devido a comportamento complexo num
conjunto de medida de Lebesgue nula.
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Na sequ6ncia dos Teoremas de Li-Yorke e de Sharkovsky e, de acordo com a definig6o
de caos adoptada, emrnciarrros o teorema seguinte:
Teorema 3 (Bowen-FYanks) Seja (X, f) um sistema ilind,mico topol1gico no intentalo. Se
f tem um ponto peri6d'ico d,e algum pertodo p, eue ndo 6 pot€ncia de 2, entd,o a entropia
topol6 giu, 6, estri,tamente positiu a.
Demonstragio Para uma demonstraqSo consultar, por exemplo, [10].
TaI como foi referido a^nteriormente estaremos interessados em estudar famrllias de
aplicaq6es unidimensionais seccionaJmente mon6tonas de um intervalo fechado de animeros
reais nele pr6prio.
Deffnig6o 6 Seja I um intentalo d,e IR e "f : I ------+ r uma aplicagd,o cont{nua tal que
0I cnrresponde d, fronteira d,e I. A aplim,gd,o f diz-se m-modal se !(01 c 0I e I ad-
mite uma partigdo em m * | subintentalos, 11, ...t Im+Lt *m fLi mon6tona para qualqter
j : 1, ...,m I I send,o n'L o rnenor inteiro com esta proprielad,e. Nestas cond,i46es, uma
aplicagd,o m-mod,al tem m pontos criticos.
Nesta perspectiva daremos crucial importAncia i, cha,mada teoria de lcneading de Milnor
e Thurston [2] e n teoria das partig6es de Markov cujo ponto de partida 6 a teoria da
dindmica simb6lica paxa o estudo das aplica46es do intervalo no intervalo. A dinfirnica
simb6lica permite uma abordagem das 6rbitas de um sistema din6rnico atrav6s de uma
sequ6ncia de sfmbolos. Assim, varnos designar o conjunto finito de simbolos a considerar,
o alfabeto .4: {At,A2,...,.4rr}. Por conseguinte, o domfnio do sistema dinamico (x, f),
dr{, lugar ao espaco de todas as sequ6ncias infinitas de elementos de,4 :
,*: {, : (At)*0,r,..., At e A).
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Deste modo associaxemos a uma 6rbita de um ponto 116 uma sequ6ncia A: AoAt...An...
de simbolos deste alfabeto.
Definig6o 7 Se para a sequ€ncia A: AoAr...A1r... eriste um p ) 0 tal que Ak : Ak+p,
para tod,o o inteiro k superior a um dado 'inteiro m, d,izemos que a sequ1ncia 6, eaentual-
mente peri6d,ica ep o pertod,o euentual. Sem:O dizemos que a sequ€.ncia 6, peri,6d,im, de
pertodo p.
Seja / ; I "'--+.f, com "I um intervalo fechado de ndmeros reais, uma aplicaqSo continua
seccionarmente mon5tona, isto 6, existe uma partigdo p(k) : {h,...,fr} finita de .[ em
subintervalos maximais fechados tal que fp, (i : 1,..., k) 6 estritamente mon6tona e
alternadamente crescente e decrescente em intervalos consecutivos.
DefinigSo 8 Chama-se lap de f a cada um dos 'interualos marimais d,e monotonia de I.
O ruimero de laps de f representa-se por I : I (f) .
Os (k - 1) pontos criticos de f , c1,...tck-tt que correspondem a mdximos ou minimos
locais de /, separam os referidos intervalos. Os pontos q e ck sd,o, respectivarrrente, os
extremos inferior e superior do intervalo 1. Assim,
It : lco,ctl, Iz: lct,cz),..., Ik: lc*-t,c*1,
sendo / estritamente mon6tona em cada Ii U :1, ..., /c).
A teoria de knead,i,ng permite o c6lculo efectivo de invariantes num6ricos necessdrios
paxa a descrigSo do comporta,rrento qualitativo das iteradas de uma aplica4So / seccional-
mente mon6tona, nas condig6es arrteriores, utilizando unicamente a dind,mica simb6lica
associada aas laps.
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Lema L Seja f : I --'---+ I uma aplicagd,o contdnua seccionalmente mon6tona no interual,o
I. A sequ€ncia ile laps d,as sucessiuas iteradas d,e f
taps(f) : (t (f) , t (fr) , ..., t (1") , ...) ,
6, um inaariante topol6gico.
Demonstrag6.o Ver [2].
A partir deste invariante serd possivel construir um outro invariante topol6gico jri
apresentado anteriormente - a entropia topol6gica.
Definig6o 9 Seja f , I ------+ I uma aplicagl,o seccionalmente mon6tona. Chama-se
ruimero d,e crescimento d,e f ao ruimero real
s(/) : *4*,t(f\* .
Relativa,rnente ao nfmero de crescimento de /, Misiurewicz e Szlenk [11] demonstrararn
a existGncia de tal limite e Milnor e Thurston [2] estabeleceram igualmente o seu intervalo
de varia4So:
Lema 2 Qualquer que seja a aplicaqi,o sercionalmente mondtona f no interaalo, eriste
senxpre o limite
s(/): *4*t(f)* ,
o qual satisfaz a condisd,o s(/) € l1,l(f)1.
Demonstragio Ver [tt] e [Z].
A relagio entre o modo como cresce o nirmero de laps de / e a complexidade da
estrutura das 6rbitas por "f, mais precisamente a rela4So entre o nfmero de crescimento e
a entropia topol6gica de uma aplicaq6o no intervalo foi estabelecida por Rothschild [12] e
Misiurewicz e Szlenk [11].
ProposigSo t Seja f : I -- I uma aplicagdo e,onttnua secc,ionalmente rnon6tona e s(f)
o ruimero de cresc'imento de f . Entd,o a entrop,ia topoligica de f , h1*(f), 6 dad,a por
ht"p(l) : log s(/).
DemonstragSo Para uma prova deste resultado pode consultar-se [11].
Recordemos que, uma aplica4So continua / 6 topologicamente ca6tica se a respectiva
entropia topol6gica 6 positiva. Por conseguinte, o resultado anterior permite-nos concluir
se uma aplica,gSo secciona^lmente mon6tona no intervalo 6, ou nio, ca6tica. De facto,
os subintervalos de monotonia de uma aplicaqSo seccionalmente mon6tona no intervalo
encerrarn informaq6es importarrtes de cardcter topol6gico sobre a dind,mica dessa aplica4So.
Neste momento 6 oportuno enunciar um teorema central relacionado com o nrimero
de 6rbitas peri6dicas atractivas de uma aplicaq6o /. Este resultado foi apresentado pelo
matemiitico americano David Singer [13] em 1978. Uma hip6tese crucial neste teorema
envolve a chamada derivada de Schwarz.
Deffnig6o LO Seja f : I ------+ f uma apli,cagd,o tal que t e C3Q). Define-se d,eri,aada de
Schwarz de f em r, S(f)(r), por
s(/x,):#_z(#)'
A derivada de Schwarz tem duas importa,ntes propriedades relevantes para o Teorema
de Singer: (i) a composiqdo de firag5es com derivada de Schwarz negativa tambdm tem
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derivada de Schwarz negativa; (ii) se uma fungdo / tem derivada de Schwarz negativa e
um determinad.o ntimero de pontos fixos, ent6o / tem um ponto crftico.
Teorema 4 (singer) seja f : I ------+ I uma aplicagd,o seccionalmente mon6tona. se a
d,eriuada de Schwarz, S(f), for nqatiua em ud,a interualo d,e monotonia e se f tiuer rn
pontos critius, entdo, f tem, no mdri,mo, m*2 6rbitas periddims oi U:1,...,m*2)
atractiaas ou semi-atractiuas, ou seja,
I dfp(n\l
Itllt'r€oi'
Cada uma d"essas 6rbitas cont6,m pelo menos um d,os pontos criticos ou tJ,nt, d,os ertremos
do intentalo I na sua bacia d,e atracAdo imediata.
Demonstrag6o Ver [13].
Este resultado atribui uma crucial importAncia aos extremos locais no estudo da
dinArnica de uma aplica4So seccionalmente mon6tona no intervalo, com derivada d.e Schwarz
negativa. Mais precisamente, estes pontos ser6o firndamentais na codifica4So simb6lica do
intervalo, conjuntamente com os subintervalos de monotonia.
Consideremos uma aplica46o rn-modal no intervalo e o alfabeto
A : {St, Ct, Sz, C2, ..., S^, C*,Szn+r }.
Definig6o LL Sejam f uma aplimgdo m-modal no interualo I : la,bj, Ii U : l, ...,m * 1)
os seus subinterualos d,e monotonia e q, ,i : lr...rnl, os seus pontos crttius. Chama-se
enderego d,e um ponto r no interaalo I, ad(t), ao s(mbolo Si t se u petience ao interi,or do
subinteraalo Iit ou ao s'tmbolo C4, utso r seja igual ao ponto crttico q d,e f . Para os d,ois
ertremos d,o inter"ualot @: a e crn+L:b, tenx-se ad(q): 51 e ad(c*+) : Sm+1.
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Deste modo, a sequencia de simbolos A : AoAr...An... coffespondente d 6rbita do
ponto, pode escrever-se considerando a aplica46o enderego do ponto Jr, ou s€ja, -4 :
ad,(r)ad,(f (r))ad(f2(r)).... A sequ6ncia L cha^rnamos itinerririo de r por f , ity@).
Desta forma, mediante um alfabeto de 2m * 1 simbolos, conseguimos discriminar a
dind,rrrica dos pontos de .I, identificando em qual dos laps, ou pontos criticos, cai cada uma
das suas iteradas por .f.
Um conceito importarrte para a teoria de knead,ing 6 o problema da admissi,bili,dade de
sequ€ncias simb6l'icas, isto 6, o problema de, dada uma fungdo / nas condig6es acima, de.
terminar qual o subconjunto de,4N que 6 efectivamente realizado pelo itinerririo simb6lico
de algum ponto r € I.
DefinigSo L2 Uma sequ€nc'ia,9 e "4N diz-se admissdael para a dind,mica de f se eristir
um ponto r e I tal que S 6 o'itinerdrio de r por f , isto 6, S : i,ty@).
1.1.1 A teoria de knead,ing
Jri salientr{,rnos a crucial import6ncia dos pontos crfticos no estudo da din6rnica de uma
aplica4So seccionalmente mon6tona no intervalo. Como veremos, esta import6ncia 6 jus-
tificada pelo facto dos pontos criticos determinarem os itinerdrios de todos os pontos do
intervalo.
DefinigdoLS Sejaf :I -----. I umaa,plicaqdom-modal. A ud,aponto crdticoq def,
assoc'iamos uma squ4,ncia de kneadi,ng da apli,cagdo f , KtG), dad,a por
Kr(f) : itt6k)), i:0,...,m - 7.
Ao m-tuplo ordenailo K(f):(K{l),...,rc^ff)) detodas as sequ1nc,ias deknead,ing d,e f
chamamos inuariante d,e knead,ing da aplicagd,o f .
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DefinigSo L4 Seja A: AoAt...An uma sequAncia de sdrnbolos finita. Chama-se paridad,e
d,a sequ€ncia A, e representa-se por p(A), a
P(A): (-1)#(A),
com ff(A) o ruimero ile stmbolos d,e A umespond,entes a subinterlalos d,e monotonia onde
a aplicagd,o 6 d,ecrescente. A paridad,e da squ€ncia A d,iz-se Wr se p(A) : *L e diz-se
tmpar se p(A) - -1.
A ordem na recta real induz naturalmente uma ordem no alfabeto ,,4,
& l Cr l Sz l Cz I ... lCm-r < Sm <Cm l Sm+y
A paridade de uma sequ6ncia ,4 e "4N permite estabelecer urna relaqSo de ordem entre
sequ6ncias simb6licas.
DeffnigSo 15 Sejam P,Q e "AN duas squ€ncias tais que Pr...Px : Qr,Qx e Px+r #
Q*+r (k > 0). Diz-sequeP 1Q sees6 sePx+r lQx+t ep(h...Pi - tL, ou
Qx+r 1 P*+r e p(Pr...Pi - -1.
Assim, pode estabelecer-se uma liga4do entre a relagSo de ordem de duas sequ6ncias
simb6licas e a relaqdo de ordem de dois pontos no intervalo [14]:
Nos exemplos que se seguem ilustrarnos a aplica46o de alguns dos conceitos apresen-
tados nos casos das aplicaq6es trnimodal e bimodal.
Exemplo 1 seja f uma aplicagd,o unimod,al no inter"ualo I : la,b). Esta aplicagdo
seccionalmente mon6tona ent, ilo'i,s subinter"ualos e tem um ponto critico, c. Ass,im,
'interaalo I estd subdiuid,id,o nos segu,intes cnnjuntos:
I7 : fa,cf, Is : {c} , Ip:fc,bl,
de tal mod,o que a restrigd,o de f ao subinteraalo 11 6 estritamente crescente e a restrigdo
de f ao subinteraalo Ip 6. estritamente d,ecrescente. Cad,a um d,os interaalos matima,is
ond,e f 6mon6tona 6umlap de f. Inici,and,o comoponto criticoc (ertremorelatiuo),
obt6.m-se a 6rbita
O(c) : {ri : ri : f'(c),, € No}.
seguidamente assoc'iamos d,6rbi,ta o(c) uma sequ4ncia ile s{mbolos S : CStSz...Sj...,
ond,e Si € A: {L,C,R} e
A 6rbi,ta do ponto cru,'tico c desempenha um papel mui,to importante. A dindmi,u, d,o in-
terualo 6, caracteri,zada por uma sequ€,ncia simbdlica assoc,i,ada d 6rbi,ta d,este ponto, O(c).
Quando {9(c) 6 k-peri6d,ica, obtdm-se uma sequ\ncia d,e s,imbolos que pode ser caracteri-
zad,a por um bloco de comprimento k, a sequ1,ncia de kneadi,ng g(,k) : SLS2...S;_1C. O
inuariante d,e kneading 6 rcU) : Qt1ff@))) : {Stol; : (^91S2...S1_iC).
Introd,uzimos, no conjunto de stmbolos A: {L,C,R}, a relagd,o de ord,em L < C < R.
A ord,em d,os sdmbolos d, estend,ida para as sequOncias si,mb6licas. Portanto, para d,uas
sequ€ncias P "Q emAN, sejai,tal que Pa#Qt, Pi:Qi para j <i,. Consid,erand,o a
R-paridade d,e uma sequ€nc'ia, isto 6,, o nrimero wr ou (mpar de s,imbolos R na sequ€ncia,
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se a R-parid,ad,e d,o bloco Pr...Pt-r : Qr...Q*r 6, par d,iz-se que P 1Q se P1 1Q6. E se
a R-parid,ad,e d,o mesmo bloco 6 tmpar, d,iz-se que P < Q se Pa ) Q* Se tal fudice i nd,o
eriste, entd,o P: Q.
A sequ1ncia ordenada de elementos ri d,e 0(c) d,etermina a paftig6o p(k) do in-
tervalo t : ff2("),/(")] : lrz,rr) num ndmero finito ite subinteraalos designailos por
f1, f2, ..., fy-1.
Exemplo 2 seja f uma aplicagd,o bimodal no interaalo I : fa,bl. Esta aplicagdo 6, sec-
cionalmertte mon6tona em tr€,s subinter"ualos e tem dois pontos criticos, cr e c2. Assim, o
interaalo I estd subdiaiilid,o nos conjuntos,
Iy : la,c1l, Ic, : {ct}, IM :)q,czl, Ic, : {"2}, Ip:lc2,b],
d,e tal mod,o que a restrigd,o de f aos subinteraalos I7 e Ip 6, estritamente crescente e a
restri,gd,o d,e f ao subintentalo Iy 6 estritamente d,ecrescente. As 6rbi,tas dos dois pontos
criticos de t ftrtremos relatiuos) sd,o:
.O("t) 
: {q, ai: fx(c1), z e N6} e O(c2) : {U: yi: fi(cz), r; € Ne}.
Seguid,amente associamos d,s 6rbitas 0(c1) e O(c2) uma se4u€ncia ile sdmbolos, respec-
t'iuamente, P: APrPz...Pj... eQ: BQrQz...Qi... onde Pt,Qt € "4: {L,A,M,B,R}
e
ad(7i(c"11 :
L se fi("") < 
"r
A se fd("n): "r
M se 
"r < fi("n) < "z , n 
:1,2.
B se fi("n) : 
"z
R se f'("n) > ",
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A di,nd,mica d,o i,nterualo 6, caracterizaila pelas sequdncias simb6licas associad,as d,s 6rbitas
o(c) e o(c2) ilos pontos crtt'icos. Quando o(c) d p-peri6dica e o(c2) 6 q-peri6d,ica
obt4m-se d'uas sequ4ncias d,e stmbolos caracterizadas, respectiuamente por unx bloco d,e
comprimento p e un'L bloco de comprimento q e contr6i-se o inaariante de knead,ing K(f) :
(it r ff kL)), n 7 ff @2\) : (p(d, qQ) 1 : (p1... pea A, q 1.. _Q q_t B) .
No conjunto A: {L,A,M,B,R}, introduz,imos a relaqd,o de ordem L < A < M <
B < R. considemndo a M-paridade das sequ€ncias, 'isto 6,, a paridad,e d,o ruimero d,e
s{mbolos M (que correspond,em a interualos ond,e a aplicagdo 6, ilecrescente), se a M-
parid,ad,e do bloco Pr...Pt-r : Qr...Qrt 6, par diz-se que p 1 e se h < et na ord,em
L < A < M < B < R e se a M-paridade do mesmo bloco d impar, d,iz-se que p < e se
4<Qt. na ord,em R<B <M <A< L. Se talfudi,cei nd,o eniste, entdo p:e.
A sequ€,ncia ord,enad,a de elementos u4 d,e o(c) e d,os elementos yi de o(c2) ileter-
m'ina a partigl,o p(n+d d,o interaalo I : [lkz),fk)): lu,rl num ruimero finito d,e
subintent alos d,esignad,os por I 1, 12, ..., Ip+q.
Consideremos agora o alfabeto A* C A, dado por.A* : {Sr,52,...15*,5*111} e o
espa,go vectorial V de dimensda (m+ 1) sobre o corpo dos nfmeros racionais Q que admite
como base os simbolos do alfabeto,4*. A sequ6ncia de simbolos A: AoAr...Aj...:
i't1@), de cada ponto r do intervalo .[, associamos uma sequ6ncia de vectores 0(u) :
0s(r)0{r)...ei@)...de V, dada por
j-r
0i@) : ff e(A)Ai,
&:0
comj>0,e(,4s):t1 ee(A1r):*1 seaaplicagS,o6crescentenosubintervalocorrespon-
dente a ad,(fk(r)) e e(A1r): -1 se a aplica,gfio 6 decrescente no subintervalo correspondente
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a ad,(fk(u)). Os sinais relativos a,os subintervalos de monotonia alternam o seu valor, isto
6, e(A1ra) : -e(Ax). No que diz respeito aos pontos criticos da aplica4So, escrevemos
e(C6) :0 com Ci : (Si+, + Sj)/2.
A ordem da recta real existente no espa{o vectorial V permite estabelecer uma rela4do
de ordem nas sequ6ncias. Se 0(r) e 0-(r) s6o duas sequGncias, ent6o
0<0* sees5se 0o:06,...,0;t:01-r e 0a<0i paraalgum i>0.
Definig6o '1.6 Seja r um ponto ilo intervalo I e 0(r) a sequ€ncia de uectores associad,a.
Designa-se por coordenad,a inaariante d,e r a sdrie forrnal ?r(t), com coeficientes emV,
d,ad"a por
0,(t) : ls(u) + 01(r)t -t 02(r)t2 + ... + Ln(x)t" + ... - \erlryti .
j:0
A mnaerg€ncia d,a s€.rie formal auntece para ualores reais de t positiaos m,enores d,o que
1.
Atendendo A, relevdncia dos pontos criticos na descrigd,o da din6rnica, as suas coorde.
nadas invariantes ser6o fundamentais nos conceitos que se seguem.
DefinigSo 17 Seja I : I ------ I uma aplicagd,o m-mod,al. Chamam-se incrementos d,e
knead,ing, va, d,s d,iterengas
ut : 0"{ - 0"0, i -- lr...rm,
ond,e
0"+(t) : limr 0r(t).. a_cf,
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Se separarmos, nos incrementos de knead,i,ng, os termos associados a,os diferentes simbolos
do a,lfabeto,4* obtemos
u';(t): Nrr(t)& + Ni2(t)52+... + Ni^a1(t)S*a1,
para i : 1,'.., rn. A informagSo contida nos rn incrementos de lcneading de uma aplicaqSo
seccionalmente mon6tona / pode ser organizada numa matriz.
Definig6o L8 Dada uma aplicagd,o seccionalmente monfitona no interaalo com inuariante
d,e lcnead,ing K(f), chama-se matri,z de knmding assoc,iad,a d, aplicagdo f , d, matriz
I lrrr(r) Nrz(t) rrr-+r(r) I
Nr(t) :l , : '.. : I
Lrr-r(r) N^z(t) N**+r(t) )*,@+r)
O d,eterminante ile knead,ing da matri,z Ny(t) comesponde a
D(t) :1-r),*tffi ,,i : 1,...,m * |
com Da(t) o d,eterm'inante da matriz obtida a partir da matri,z de lcnead,ing eliminand,o a
i-6,si,ma coluna.
Note-se que o determinante de kneading nio depende da coluna eliminada ([2]). Este
importante invaria,nte topol6gico pode relacion€r-se com o ndmero de crescimento s(/) jr{,
definido e, consequentemente, com a entropia topol6gica.
ProposigS.o 2 Seja f uma aplicagd,o m-modal no interaalo com ,inaariante d,e knead,ing
K(f) 
" 
ndmero d,e crescimento s(f) ) 1. Entd,o,
"(/) 
: *
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ond,e t* cnruesponde &o m,enor aalor absoluto dos zeros ilo ileteryninante de lmeading cor-





1.L.2 A teoria das partig6es de Markov
A teoria das partig5es de Markov apresenta uma nova perspectiva para o estudo da
dindmica de aplicaq6es zn-modais, /, no intervalo. Nesta segunda perspectiva de andlise, o
conhecimento dos pontos criticos da aplica46o e do invariante de lmead,ing, [(/), associa-
do, 6 essencial. O invariante de kneading K(/) permite-nos construir uma matriz Mrc de
elementos a6i € {0,1}, designada por matriz de transigSo. A matriz de transigSo cont6m
toda a informagdo topol6gica acerca da din6rnica, ditada pelas sequ6ncias simb6licas de
K(f).
Considerese agora a aplica4So shift o : I -----+.4N, tal que a (AoAtAz...) : AtAz...,
isto 6, tty$@)): o(i,tt@)),Yr e I.
Seja / : I -----+.[ uma aplicaqSo rn-modal com invariante de knmding K : (Kt,...,K^),
cujas 6rbitas dos pontos criticos cr, c2, ...t qn sia peri6dicas, respectivamente, de perfodos
PL, ...tPmt ou seja,
(Kipn: Ct, para i: L,...,m e k ) O.
Consideremot {Xr}fll"'+pm o conjunto das sequ6ncias determinado pela uniSo dos
conjuntos
{d @i}?lr, ..., {oi (K^)}on:r,
onde o representa a aplicaqdo shift anteriormente definida e {n1}?r!"'+n^ o conjunto dos
pontos no intervalo tais que ad(r) : yo.
Para construir a matriz de transigd,o, consideramos -ly' : h* ... *p* e B a permuta4do
no conjunto {7,2,...,N} tal que
rBpl 1rBp1 I ... < np@)
e zi: u91,11. A partir dos subintervalos Ji: lzt,zt+t] (i,:1,2,...,N), obtemos a partig6o
de Markov P(N) do intervalo .I. Esta partigSo 6 determinada pelas 6rbitas dos rn pontos
crfticos da aplica,gSo, f . A dind,mica de cada um dos subintervalos..r;, ou seja, o com-
portamento dos seus pontos pela aplicaqSo / permitq-nos apresentar a definigSo seguinte.
Note-se que a imagem de qualquer subintervalo Ji 6 sempre uma uniSo de subintervalos
contiguos.
Definig6o 19 Seja K : (Kt,...,K*) um inaariante de kneadi,ng tal que (Kipt: C4, para
alguns h) 0 e,i:1,2,...,ffi. Consid,eremos (J,i), comi:L,...,pL +... + pm, a colecqd,o
d,e subinterualos associad,a a K. A matriz ile tmnsigdo, MK, associad,a ao inaariante de




I O caso contrdri.o
Na secg6,o a,nterior descrevemos um procedimento para calcular a entropia topokigica
baseada no invariante de knead,ing. Agora, no contexto da teoria das partig6es de Markov,
a entropia topol6gica pode ser calculada atrav6s da matriz de transigi,o.
Proposig6o 3 Seja f : I -+ I uma aplicagd,o m-modal um inaariante de kneading
rc : rcU) e seja Mp a matriz de transigd,o associaila a K. A entropia topolfigica 6 itaita
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wr
hrq(f) : log(,\,,..( Mrc)),
ond,e \**(Mrc) € o raio espectral da matriz Mp.
Demonstragio Ver [3], [15] e [16].
Note'se que as formas de crilculo da entropia topol6gica apresentadas fora;rr construfdas
para aplicag6es continuas seccionalmente mon6tonas do intervalo nele pr6prio. No caso das
aplicag5es definidas mrm espa{o de dimens6o superior, o cdlculo da eutropia topol6gica,
tendo por base a teoria da din6,mica simb6lica, encontra algumas dificuldades uma vez
que esta teoria ndo est6 totalmente compreendida para espaqos de dimensdo superior a
um (alguns avangos nesta mat6ria podem ser consultados em [12], [tS] e [tO]).
1.L.3 LJm outro invariante topol6gico
Na secg6o arrterior realgrimos a importdncia da entropia topol6gica na compreensSo do
comportamento din6rnico de uma determinada aplica,gSo, em particular na detecAdo do
comportamento ca6tico. A variagio da entropia topol6gica permite tamb6m, como vere-
mos adiante, distinguir diferentes regimes ca6ticos. Contudo, existem fa,mflias de aplicaq5e
em que diferentes valores dos par6,metros conduzem a valores coincidentes da entropia
topol6gica (isto 6, a din6,mica isentr6pica) mas com complexidade diferente. Como distin-
guir tal complexidade? No caso das aplicaq5es rn-modais, a entropia topol6gica deixa de
ser um invariante completo. Por conseguinte, torna-se necessdrio obter outros invariantes
num6ricos que formarSo com a entropia topol6gica uma sequ6ncia completa de invariantes
topol6gicos.
No trabalho que a seguir se apresenta estaremos particularmente interessados em
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situa46es de isentropia em aplica46es bimodais. Neste caso, consideraremos para um dos
invariarrtes topol6gicos o nrimero de crescimento s(/) : ehr*(l) e paxa o outro invaria,nte
consideraremos uma quantidade num6rica designada por r e que estri, associada as posig5es
relativas dos pontos crfticos da aplica4So.
O invariante topol6gico r(l) 6t introduzido usando a hip6tese s(/) > 1 e os resultados
de Milnor e Thurston sobre uma semi-conjugaqAo topol6gica .\ entre a aplicaqd,o / e uma
aplicaqSo seccionalmente linear Fe,s com declive +"(/) em toda a parte (ver [2], [20]).
Existe uma dnica aplicaqSo
F"," : [0,1] -----+ [0, 1] tal que F",, () (")) : r (/ ("))
para todo o ponto u e I, onde a aplicag6o ,\ : -I ----- [0, 1] 6 definida por
)(,,) : ,rr, -'L([o'r]'t)t-!/s-oT com
L(lo, ul, rl : i t$* I 10,,1 )rfr -t.
k:L
Intuitivamente, podemos pensar em ,\(r) como a probabilidade de um lap da fiurgAo
/" (com n grande), arbitrariamente escolhido, esta,r contido no intervalo [O,r] ([Z]).
A aplicagdo F",, semi-conjugada a uma aplica4So bimodal com pontos crfticos cL e c2)
respectivamente minimizarrte e maximizarrte de / 6 definida por
( ty se 0<9<,\(c1)
IF","(A):l -sU+e se )("r)<U<\kz)
I( sg*1-s se y>^(c2)
onde A ("r) : e I (2s), \ (c2) : (e * s - t) I Qs) e e : r + (s + l) 12, isto 6, r : e - (s + 1,) 12.
Assim, a cada aplicagdo bimodal /, caracterizada por um invariante de knead,ing
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(e(d ,q@1, corresponde um e um s6 valor de r(/), que neste caso pode ser dado por
_,,,\ _ 4s)(c1) - 1-s 4il,(c2) -l 1-3s,\J): 2 : 2 .
Os valores de ,\ (c1) e ,\ (c2) podem ainda ser obtidos directa,rrente da matriz de transiqfio




oaade n7 (respectivamente ny) designa o nfmero de simbolos .L (respectivamente simbolos
M) e o vector a : (rtr..-,ap+s-r) 6 o vector pr6prio de Perron associado ao valor pr6prio
)mar. : s. Verifica-se a igualdade Mu : )*a*rr, onde M 6 a matriz de transigdo com
os intervalos extremos, 16 : [0, z1l e loan: fzp+q,1], inclufdos (e sem os intervalos cujos
pontos n6o t6m imagem noutro intervalo). Note-se que r(/) 6, de facto, um invariante
topol6gico, uma vez que todas as varid,veis ) ("r), ,\ (c2) e s (/) correspondem a invariantes
topol6gicos ([20]). Para a aplicag6o seccionalmente linear.F],, considerad.a, verffica-se que
e € [s - 1,2] e r e [(, - 3)12,(3 - s)/2].
Nota 1 No caso de uma aplicagd,o bimod,al com pontos criticos c1 € c2, respectiuamente
mari,m'izante e minimizante de f , a apli,cagd,o F"," cor"responde a
(-"r*, se 0<gr<.\(c1)
+,"(u):{ sa+r-t se }("r)< y<^(c2)
!( -sgr*s se y2\(cz)
onde ),(rr): (2-r)lQs), ),("2): (1+s -r)/(Zs). O inuariante,r(f) serti dado por
r (f) : qg - s (.\ (c1) + r (c1)) .
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1.L.4 Aplicag6es triangulares e caos
O comporta,rrento ca6tico induzido pelas aplicag6es triangulares bidimensionais (trian-
gular maps ot skew n'Laps, tta" literatura inglesa), bem como a quarrtifica4So de determi-
nadas gra,ndezas, rrda estdo totalmente compreenfidos. Apesar dos importantes resultados
at6 agora obtidos, existem ainda diversas quest6es em aberto, em particular, quest6es
relacionadas com a utilizaqio da teoria da din6,mica simb6lica neste contexto. Estas
aplicaq6es t6m a peculiaridade de uma das suas componentes depender apenas de uma
das varir{,veis. A primeira componente da aplicaqdo chama-se apli,caqd,o base e a segunda
chama-se aplicagi,o fibru
Consideremos entSo a famflia de aplicaq6es ,F': lR2 ----- 1R.2, F(y,k) : (f {il,5@,k)).
Seja P : {uo, fiLt ..., zp-r} uma 6rbita peri6dica de perfodo p da aplica4So / tal que
f (*): nialpaxai:0,...,?-Z e f (re-i: ro. Definimos a aplicaqdo 9p:Y -----+Y
como
sp (u) : g (rp-t, g (up-2, ...,9 (rt, s @u il) ..-)) .
Se Q : {Ao, At, ..., Uq-t} 6 uma 6rbita peri6dica de periodo q da aplicaqdo g, tal que
Sp @e) : Ai+r para'i : 0, ..., q - 2 e Sp (yp-) : U0, podemos definir o produto P.Q como
o conjunto contendo os p.q pares:
(*o,uo) (*t g (*o,yo)) (ap-t, g (r,p-2, ...,9 (nr,9 (ro, c,o)) ...))
(*o,ur) (q, g (*o,a)) (up-t, g (rp-2, ...,9 (h,9 (ro, gr)) ...))
:::
(xo, yq-r) (*r, g (ro,Aq-)) (r,p_r,9 (rp_2, ..., g (ut, g (ro, yq_r)) ...)) .
As 6rbitas das aplica45es unidimensionais f e gp determina,rn as 6rbitas da aplicaqfro
triangular 7, como enunciamos no Lema seguinte:
Lema 3 SejaT: (f ,S): X xY ------+ X xY uma aplicagi,o triangular cont(nua. Entd,o:
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(1) se f tem uma 6rbita peri,6dica p e go tem uma 1rbita peri1itim Q, ent6,o P.e d, uma
6rbita de T.
(2) Inaersamente, uda 6rbita peri6ilica ileT poite ser obtid,a conlo o produto ile uma 6rbita
peri6dica P de f por unxa 6rbita peri,6di,ca de go.
Demonstragio Ver [45].
A entropia topol6gica 6 uma medida de complexidade de um sistema din6,mico. Seja
? uma aplica46o triangular tal como foi definida no Lema anterior. A f6rmula de Bowen
pa,ra os limites inferior e superior da entropia topol6gica de T, fu*(T), 6 vr{lida, isto 6,
max {h6e(f),ht"p(sp)} < htq(T) < htwj) * htop(gi, (1.1)
onde h1*(f) 
" 
hr*(S; representam, respectivamente, a entropia topoldgica da aplicaqfio
base, /, e a entropia topol6gica da aplica46o fibra associada i,6rbita p, 9p.
1.1.5 Controlo de sistemas cadticos
O controlo de sistemas ca6ticos 6 possivel tanto para sistemas discretos como para sistemas
continuos. Quando se diz que o comportamento ca6tico de um sistema foi controlado,
tal pode significar a elimina46o do comportamento ca6tico desse sistema, induzindoo a
comportar-se periodicamete. Nesta secgSo descreveremos, tal como foi dito anteriormente,
o m6todo de controlo do caos desenvolvido pelos investigadores Ott, Grebogy e Yorke
(m6todo OGY). A primeira experi6ncia de supressdo do comportamento ca6tico utilizando
o m6todo de controlo OGY foi efectuada por Ditto et al. 121,), em 1990, para o controlo de
uma barra magnetoeldstica a,morfa que apresentava comportamento ca6tico na presenga de
um carnpo magn6tico variii,vel. Estes autores conseguiram obter comporta,mento din^fimico
de perfodo 1 e de periodo 2 e o procedimento mostrou ser bastarrte robusto.
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Consideremos uma aplica4So n-dimensional
Zn+r: f(2",P), (r.2)
onde p 6 um par6,rrretro do sistema que pode ser modiflcado numa pequena vizinhanga
do seu valor nominal, designado por p0. No caso dos sistemas dindrnicos continuos, tal
aplicagSo pode ser obtida a partir da utiliza4So de uma secgSo de Poincar6, cuja construgSo
descreveremos adiante.
O m6todo de OGY baseia-se no facto de que um atractor ca6tico cont6m um conjunto
denso de 6rbitas peri6dicas instri,veis e de que a ergodicidade gararrte que qualquer pequena
regiSo no atractor ca6tico serii, visitada por uma 6rbita. Aplicando pequenas perturbaq6es
a,o par6,metro de controlo 6 possivel levri,-lo na direcgSo da 5rbita peri6dica desejada. Apre
sentaremos a t6cnica de controlo de posicionamento de p6los (pole placement control tech-
nique), inicialmente proposta por Romeiras et al. ([27]) como uma extensSo do m6todo
de OGY
Seja Zs(p) um ponto fixo instd,vel da equageo (1.2). Para valores do pard,metro p
pr6ximos de ps numa vizinha,nga de Z g(ps) , a aplica,gSo pode ser aproximada pela aplica4So
linear dada por
Zn+r - Zs(pO : J (Zn - Zs(pd) + C (p - Po),
onde J representa a matrizjacobia,na calculada em Zs|ts) e C -- ff a matriz de controlo
calculada em po.
Suponha,rrros que a variagSo, p-py, no parS,metro 6 linearmente proporcional d, mudanga
da vari6vel Zn. Assim,
p - po - -K (2" - Zs(po)) , (1.3)
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onde -tr( 6 um vector constarrte de dimensSo n determinado de tal forma que a traject6ria
do sistema a ser controlado se estabilize no ponto fixo Zs(Iro). Substituindo (1.3) na
equa,g6o (1.2) obt6m-se a lei de controlo
Zn+L - Zs(po) : (J - CK) (Zn - Zs(po)) .
O ponto fixo serri, estrivel desde que os valores pr6prios da matriz J - C K, char',ados
p6los reguladores, sejam em m6dulo menores do que a unidade. A determina4do do vector
-I( de modo a que a matriz J -CK tenha valores pr6prios inferiores a um pode ser efectuada
atrav6s da t6cnica de posicionamento de p6los da teoria de controlo.
Natura,lmente que o m6todo exige um intervalo de tempo paxa que a equaqio seja
estabilizada, depois de accionado o controlo. A escolha dos p6los pode fazer com que este
tempo seja longo ou o menor possivel.
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Parte I
A teoria dos sistemas dindmicos




MediESo e controlo do
comportamento ca6tico dos lucros
de uma empresal
Um dos principais objectivos do estudo dos sistemas dindrnicos no contexto da econo-
mia diz respeito i, caracterizaqSo da uatureza das flutua46es econ6micas. A maioria das
variri,veis econ6micas, tais como o produto interno bruto, as ta:<as de juro, a produgdo, o
valor de acq6es assim como os lucros, os investimentos e o fluxo financeiro de emprestimos,
exibem flutua46es ao longo do tempo, podendo variar de ciclos econ6micos peri6dicos a
comporta,mentos caracterizados por flutua46es err6ticas.
Motivados pelos progressos da teoria do caos, os economistas ([23] e [2al comeqararn
a desenvolver modelos nSolineares capazes de gerar sdries temporais com comporta,mento
irregular semelhante aos padr6es observados nos ciclos econ6micos reais. Esta investiga4do
conduziu a novos sistemas nSolineares no contexto de um paradigma de optimiza46o
do comporta;rrento em mercados idealmente competitivos, gerando flutua@s econ6micas
ca6ticas.
1A a.uilise que se apresenta neste capitulo resultou na publicaq6o do artigo cientffico [22] com o titulo
Measuring and, controlling the chaoti,c motion of prof,ts.
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A aplicag6o da teoria dos sistemas dinAmicos ndo-lineares i anrilise de uma rede com-
plexa de interacg6es entre estruturas econ6micas 6 particularmente relevarrte e tem ori-
ginado vr{rios projectos de investigaqfio. Com o prop6sito de compreender esta complexi-
dade, 6 importante estudar cuidadosamente estruturas financeiras br{sicas. Neste contexto,
a an6,Iise detalhada do comportamento ca6tico das varidveis dinArnicas envolvidas na estru-
tura financeira de uma empresa, 6 considerada crucial no estudo de importarrtes sistemas
econ6micos.
Com o objectivo de realgar aspectos essenciais da dinA,mica de uma empresa, S. Bouali
prop6s em [25] um sistema de equa45es diferenciais ordindrias, extremamente rico dinami-
camente, que envolve apenas tr6s varid,veis din6,rrricas: lucros, reinuestimentos e fl,uro fi-
nanceiro de emprdstimos. Com uma relagSo n6o-linea,r nos reinvestimentos, as simulaq6es
num6ricas realizadas em [25] sugerem que o valor em divida (isto 6, o fluxo financeiro dos
empr6stimos) introduz perturbaq5es no comportamento dos lucros e parece agir como um
mecanismo gerador de caos.
6 notr{,vel o esforgo desenvolvido no estudo sistem6tico de modelos ca6ticos. Por exem-
plo, o controlo, o estabelecimento de merca.d.os-alvo (targeting), a sincroniza46o e apre
visSo do comportamento ca6tico t6m apresentado resultados consistentes em matemiitica
aplicada em dreas como a economia, a fisica e a engenharia. Em particular, desde a
publica46o do artigo de Ott, Grebogi e Yorke em 1990 ([4]), considerado um trabalho
revoluciondrio no controlo do caos, t6m sido desenvolvidas indmeras t6cnicas paxa o con-
trolo de fen6menos ca6ticos, com aplica46es, por exemplo, A, economia, i, bioquimica, i,
cardiologia, As comunicag6es, i fisica experimental e A, teoria da turbul6ncia.
No contexto da economia, os m6todos de controlo do comportamento ca6tico podem
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ser aplicados para mostrax que a presenqa deste comportamento n6o necessita obrigatoria-
mente de ser interpretado como indesejrivel para a teoria e politica econ6micas ([26]). Mais
especifi.camente, o controlo do comporta,mento ca6tico n6o envolve a altera4do de carac-
teristicas funda,rnentais do sistema, sendo apenas necessiirio imp6r pequenas perturba4des
i din6,mica. A aplica46o de pequenas perturba46es externas ao modelo deixa as suas
principais caracteristicas inalteradas e torna possfvel a elimina4So de ciclos econ6micos de
longa duraqSo.
O objectivo deste capitulo 6 proporcionar uma contribuigSo paxa a andlise detalhada do
comporta^rnento ca6tico do modelo de Bouali atrav6s da introdugSo e estudo de aplicag6es
unidimensionais associadas a,o sistema, em termos da teoria da dindmica simb6lica. De
facto, o estudo de aplicaq6es de baixa dimensdo que incorporam as propriedades dind,micas
do atractor do sistema possibilitam uma melhor compreensdo qualitativa dos principios e
mecanismos subjacentes ao comportarrrento ca6tico.
Um quantificador da complexidade da estrutura orbital - um atributo usado para definir
caos - 6 a entropia topol6gica. Este atributo d.e caos pode ser eficientemente utilizado para
exemplificar a aplica46o de estrat6gias de controlo. Apresentaremos uma aplicaqdo da de-
signada t6cnica de controlo de posicionamento de fiIcs (pole placement untrol technique),
inicialmente proposta por Romeiras et al. ([27]) como uma extensdo do m6todo de OGy
(Ott, Grebogi and Yorke) desenvolvido em [4]. No seu trabalho, estes autores realgam o
facto de que um atractor ca6tico cont6m um conjunto denso de 6rbitas peri6dicas instr{,veis.
Aplicando pequenas perturbaq6es a,o sistema, o objectivo deste processo ndo 6 criar novas
6rbitas com propriedades muito diferentes das jri existentes, mas sim utilizar as 6rbitas
peri6dicas instr{,veis existentes na ausGncia de control. O m6todo de control serri, aplicado
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considerando o sistema discreto obtido da dind,mica induzida numa secgdo de Poincar6
na vizinhanga da 6rbita peri6dica desejada. Esta t6cnica envolve a construgSo de uma
aplicagdo linear estabilizadora, obtida atrav6s do m6todo dos minimos quadrados, usando
os pontos da secg6o da Poincar6.
2.t Descrigdo do modelo
O modelo empresarial de Bouali 6 constituido por equag6es diferenciais aut6nomas de
primeira ordem que traduzem a dind.mica de tr6s vari6veis end6genas: lucros (P), reinves-
timentos (R) e fluxo financeiro de empr6stimos (F). Seguidamente, apresenttunos alguns
detalhes, estabelecidos em [25], para cada uma das equaq6es diferenciais.
(a) Equaqeo dos lucros
Os reinvestimentos, R, e o fluxo de empr6stimos, .F, est6,o na origem da cria4So dos
lucros. Assim,
dPI
E : ;(R+ F) '
onde o coeficiente l/u representa a proporgSo do lucro.
(b) Equaaeo dos reinvestimentos
Os reinvestimentos envolvem uma fracgS,o dos lucros, de acordo com a proporgS,o, rn, e




Nesta rela45,o, quando o lucro atinge o valor 1, o termo ndo-linear (1 - P2) torna-se
nulo e os reinvestimentos arruais permanecem com uma taxa de varia4So constante rn. A
qua.ntidade resta,nte dos lucros, assim como o valor de capital adicionado sdo distribuidos
como dividendos. De facto, enquanto os lucros ndo atingirem o limiar unitdrio, ser6o
reinjectados no circuito financeiro da empresa. Por outro lado, para al6m do limiar dos
lucros (P > 1), a elevada distribuig6o dos dividendos reduz a capitalizaqdo.
(c) Equaqeo do fluxo de empr6stimos
A empresa pode escolher aumentar o seu capital contraindo empr6stimos de acordo
com a proporgSo de divida, s, proporcional ao autofina,nciamento e deduzindo uma fra4do
dos lucros de acordo com a taxa de juro r, isto 6
dF
E:-rP+sR'






comP, -BeF asvari6,veisdinfurricasemestudo e?)rm)nrresospardrrretros (u) l, m)
0, n) 0,0.05 ( r ( 0.1 e 0.2 ( s < 0.4).
li importante salientar que, num contexto econ6mico realista, o sistema heurfstico
de Bouali pode ser considerado na andlise do comportamento assimpt6tico da din6,mica
financeira de uma firma onde as unidades de tempo escolhidas poderSo ser horas ou dias.
Como veremos adiante, a interpreta4So dada A, din6mica do modelo estri, em harmoaia com
as escalas temporais estabelecidas.
Medi,gd.o e controlo do u,6t'i,co dos lucros d,e uma
2.2 AplicaE6es unimodais, entropia topol6gica e caos no mo-
delo empresarial de Bouali
Como foi referido arrteriormente, neste cap(tulo pretendemos introduzir e estuda.r cuida-
dosamente uma famflia de aplicaq6es unidimensionais que nos permitem caracterizaf,, em
termos da teoria da dind,mica simb6lica, aspectos significativos do comportamento ca6tico
do modelo de Bouali. Nas simulag6es num6ricas seguintes estabelecemos os valores dos
pardmetros
u:4.0, m:0.04, n:0.02,
considerando r e s como pard,rrretros de controlo. Recordemos que o pardmetro r diz
respeito a uma taxa de juro e o parArnetro s corresponde a uma proporgSo da dfvida
(0.05 < r ( 0.1 e 0.2 ( s < 0.4).
Utilizando um processo de integraqdo mrm6rica do sistema (2.1), podemos construir
grd,ficos que nos permitem visualizar no espaqo de fases o comportamento assimpt6tico
das traject6rias. Depois de uma parte inicial transiente, uma estrutura surge quando
a solugdo (P(t),R(t),F(t)) 6 visualizada como uma traject6ria no espa,qo trisimensional
(Figura 2.1). Alguns exemplos de projecq6es da traject6ria tridimensional, em dois planos
distintos, sdo apresentados na Figura 2.2.
Com o prop6sito de compreender as caracteristicas principais do fluxo tridimensional,
podemos construir aplicaq6es unidimensionais registando os sucessivos mdximos relativos
(locais) da solugSo num6rica, P(t), que representa os lucros (ver Figura 2.3).
As aplicaq6es definidas por itera46o consistem em pares (Pn,Pn+t), onde P, designa
o n-6simo miiximo local (ver Figura 2,4,). Como podemos verificar, os dados da sdrie tem-
poral disp6em-se segundo uma curva, com a forma da aplicaqSo logistica. De facto, tratar
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Figura 2.1: SolugSo visualizada como uma traject6ria no espa&o tridimensional para r :
0.068 e s:0.366.
o grrifico como uma funqeo Pn+L: l(P"), permite.nos revelar caracteristicas particular-
mente interessantes da din6rnica do atractor.
As aplica46es obtidas comportam-se dina,rrrica^rmente como uma aplicaqSo unimodal.
Nos diagramas de bifirrcaqSo da Figura 2.5 sda representad.as as iteradas assimpt6ticas de
P, como funqeo de cada um dos par6,metros s e r. Valores mais elevados dos par6,metros
induzem uma sucessSo de duplica46es do periodo na dindmica dos lucros. Podemos obser-
var que um aumento de s conduz a um aumento dos lucros (Figura 2.5(a)) er.qua,nto que
um crescimento da taxa de juro r conduz i sua diminuigeo (Figura 2.5(b)).
Neste momento, parece-nos pertinente estudar o comporta,mento da entropia topokigica
e os regimes da dinA,mica das aplica45es unimodais construidas, com a varia4So dos
parA.metros s e r.
No exemplo seguinte exibimos o crilculo da entropia topol6gica para a sequ6ncia de
knead,ing rea.lizada pela aplica4So unimodal da Figura 2.4.
Exemplo 3 Considerernos a aplicagd,o da Figura 2./r. A 6rbita d,o ponto critico define a
1





Figura 2.2: A esquerda a projecgSo da traject6ria tridimensional no plano.p,R pg,r& 7 :
0.068 e s :0.366. A dir"ita a projecgdo da traject6ria tridimensional no plarro-FP para
r :0.068 e s : 0.366. O significado da linha a tracejado serd, revelado posteriormente.
Figura 2.3: S6rie temporal dos lucros para r :0.068 e s : 0.366.
sequoncia d,e kneadi,ng unimod,al, de perdod,o 5, (RLLRC)@. Ap6s a ord,enagd,o d,os pontos
da irbita obtem,os
fi2<ilT<r0<fin1fit
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Figura 2.4: A aplica4So construida a partir dos mdximos relativos (locais) sucessivos da
solugio num6rica, P(t), que representa os lucros (r :0.068 e s : 0.366).
a qual tem o polin6mio camctertstico
P()) : det(M(/)-.\1) : t -.\ -.\2 -.\3 +,\4.
o mimero d,e crescimento s(f) (o mio espectral da matriz M(f)) d 1.72208.... portonto,
o aalor d,a entropia topokigica pod,e ser d,ad,o por
lro"p (f) : log s ("f) : 0.543s9s...
Figura 2.5: A esquerda o diagrama de bifirrca4d,o de P como uma fungdo de s, com r:0.06g
e I €[0.2,0.4]. A direita o diagrama de bifurca4io de P como uma firngdo de r, com s:0.3
e r €[0.05,0.1].
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Por motivos de clareza e simplicidade, apresentamos na Figura2.6 a varia46o da en-
tropia topol6gica com cada um dos pard^rnetros. Como podemos observar, a dind,mica do
modelo de Bouali 6 cabtica para valores dos pard,metros em intervalos de grande a.rnplitude.
No que diz respeito i interpretagdo do sistema de Bouali, recordamos que este modelo
estuda o comporta,rrento ca6tico assimpt6tico da dinA.rnica de uma empresa. O comporta-
mento ca6tico n5o ocorre em situa45es reais num intervalo de tempo de grande amplitude,
mas apenas durante horas ou dias. As medidas de carri,cter fiaanceiro tomadas pelos ge.
stores quebram a instabilidade e o atractor estranho desaparece. O modelo 6 heurfstico
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Figura 2.6: (a) Variaqeo da entropia topol6gica para s €[0.2,0.4] com r:0.068. (b)
Varia4So da entropia topol6gica para r €[0.05,0.1] com s:0.3.
E interessante verifi.car que com o estudo das sequ6ncias de kneading 6 possfvel repre-
sentax as curvas, no espago dos parA,rretros, correspondentes a 6rbitas peri6dicas do ponto
critico C. O diagrama da Figura 2.7 mostra como os perfodos (r, < 5) estSo organizados no
espa,qo dos pardmetros considerado (cujos pares de valores (s,r) correspondem aplicag6es
iteradas com a forma da curva logistica). Da esquerda para a direita na Figura 2.7, as
correspondentes 6rbitas de kneadi,ng sdo: periodo 1 - C-, periodo 2 - (RC)@, periodo
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4 - (RLRC)@, periodo 5 - (RLRRC)-, periodo 3 - (RLC)*, periodo 5 - (RLLRC)@ e
periodo 4 - (RLLC)6. A ordenaqSo das sequ6ncias de knead,ing no espaqo dos parA,metros
conduz i identificag6o de diferentes niveis da entropia topol6gica, que permanece constarrte
em cada uma das curvas. Por conseguinte, com este procedimento, conseguimos identificar
valores da proporgio de dfvida s e valores da taxa de juro r que correspondem a diferentes
niveis de complexidade. As curvas isentr6picas podem adquirir formas e posig6es distintas

























Este estudo constitui um exemplo de como a compreensSo da dind,rnica no espaqo dos








Figura 2.7: 6rbitas peri6dicas (" < 5) do ponto critico C
Da esquerda pa,ra a direita, as correspondentes sequ6ncias de
(RLRC)*, (RLRRC)@, (RLC)*, (RLLRC)@ e (RLLC)*.
0.4
no espaqo dos pa,r6^metros.
kneading sdo: C6, (RC)*,
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2.3 Controlo do comportamento ca6tico do modelo de Bouali
Em algumas situa45es pr6ticas no contexto econ6mico, 6 desejdvel obter comportamento
regular e previsivel a curto pra"zo) particularmente um ponto de equilfbrio est6vel em vez
de 5rbitas ca6ticas. De facto, e como referido anteriormente, os gestores financeiros podem
agir sobre pardmetros de controlo adequados de modo a quebrar a instabilidade e a fazer
desaparecer o cendrio ca6tico.
Iniciamos esta secgSo salientando que o modelo continuo de Bouali pode ser discretizado
atrav6s de uma secgS,o de Poincar6, a qual reduz, em uma unidade, a dimensSo do espago de
fases. De seguida descrevemos sintetica,mente a construgSo de uma aplicaqdo de Poincar6.
consideremos um sistema n-dimensional dxf dt: r (x) . Seja 7 uma superficie (n- 1)-
-dimensional, transversa ao fluxo, designada por secgio de Poincard. Definimos a aplicaqdo
de Poincar6 T de V para V, obtida seguindo as intersecg6es sucessivas das traject6rias
com V. Se x, € I/ designa a n-6sima intersecgSo, entd,o a aplica46o de Poincar6 6 definida
por x2.u1 : ?(xrr). No nosso caso particular, temos um sistema de tr6s varidveis dinA,micas
P, R e -F'. Como o controlo 6 usualmente construfdo para valores dos pardmetros onde
o sistema exibe comporta,rrrento ca6tico fixa,rros, a titulo exemplifi.cativo, os valores dos
par6,metros r : 0.068 e s : 0.366, onde o atractor do sistema tem entropia topol6gica
positiva (ver exemplo anterior). Considera,rnos um plano de Poincar6 da forma F : k,
/c € IR., nomead.a.mente, F : -O.2 (ver a linha a tracejado na Figura 2.2). Registamos
as intersecg6es sucessivas da traject6ria com o plano, as quais s6o representadas por duas
coordenadas ; Pn e 8". Esta 6 a aplica4So discreta que iremos considerar. Seguida,rnente,
ilustraremos a t6cnica de controlo de posicionamento de p6los (pole placeme,i,,t control tech-
nique) utiliza,ndo a aplica,gSo discreta de Poincar6 com o prop6sito de estabilizar uma6rbita
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de periodo I instrivel do atractor ca6tico do sistema. Aplicando pequeoas perturbag6es
escolhidas adequadamente ao sistema din6,mico, a trajectoria originalmente ca6tica pode
ser convertida na 5rbita de periodo L estrivel desejada a qual corresponde a um ponto
fixo estr{,vel na secgSo de Poincar6. Neste nosso estudo vafiros considerar os valores dos
pardmetros 1), rn, n e r, estabelecidos anteriormente, e permitir que o pa,r6,rnetro s varie
em algum intervalo de pequena arnplitude, l, - "ol 
( 6, d ) 0, em torno do valor nominal
so : 0.366, para o qual o sistema tem um atractor ca6tico.
A t6cnica de controlo de posicionamento de p6los (ver l2Sl e l27l), que 6 um m6todo
de controlo cor:a fed,back, 6 uma extensSo do m6todo de OGY que permite uma escolha
mais a,mpla da cha^rnada matriz de feedback.
Na nossa superficie de Poincar6 F : -0.2 o ponto fixo instrivel que se pretende esta-
bilizar estri locarizado apro:rimadamente em (P*,8*) : (7.01449,0.306068). A estrat6gia
de controlo consiste em determinar uma lei estabilizadora de controlo local, a qual 6 uma
aplica,gSo linear, obtida usando a aproximaqio atrav6s do m6todo dos minimos quadrados












e (p - ps) corresponde a um par6,metro que pode ser submetido a pequenas pertruba46es
a aplicar i lei de controlo (2.2). A natureza erg6dica da din6rnica ca6tica assegura que a
traject6ria entrard, eventualmente na vizinhanga do ponto fixo. Uma vez nessa vizinhanEa,
I o.a+sqs+ -4.9Tb96 I l- 4.ooee4 IA:l l,r:l I
L -0.006e40e7 -0.1e1e34 J L 0.41350 I
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aplicamos a lei estabilizadora de controlo local de modo a conduzir a trajectdria pa,ra a
6rbita desejada.
Primeiramente, devemos comegax por verificar se o sistema 6 control6vel. Um sistema
diz-se controlivel se for possivel determinar uma matriz Ken ta) que ,4 - BK tenha
determinados valores pr6prios. Tal 6 possivel se rank(C) : n, onde n corresponde A,
dimensS.o do espa,go e C 6 uma matriz (n x n) dada por
No nosso caso obtemos
cornrank(C):2, e porta,nto o sistema 6 controlii,vel. Esta matriz C 6 a matriz de
controlabilidade.
Assumimos, numa pequena vizinhanga em torno do ponto fixo (P*, E*),
(2.4)
(2.5)P-P'--'[(l:;.]
onde .K : I k, t ,I 6 um vector constante a determinar.
A aplicagdo linear toma ent6o a forma
I Pr*,-P. I r_BKjlPt-".L
lr,*,-r. l:'' Ln,-a-l
com [-4 - BK] dada por
(2.6)
I o.a+s+sn - 4.00994 fu -4.925ss6 - 4.ooss4 k21lr,
| -o.oooo+097 - 0.4r3b0 kl -0.r919s4 - 0.41350 /c2 l
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e, por conseguinte, o ponto fixo 6 estdvel desde que a matriz (2 x 2) A - BK seja assimp
toticamente estri,vel, isto 6, todos os seus valores pr6prios sejam em m6dulo inferiores A,
unidade.
A determinaqSa de K, tal que os valores pr6prios da matriz A - BK tenhap valores
previa;rrente especificados chama-se, na teoria do controlo de sistemas, tdcnica de controlo
de posicionamento de p6los. os valores pr6prios ,\r e ,\z da matriz A- BK designa;rr-se
por p6los reguladores, e o problema que consiste em colocar estes gilos na localizagdo
desejada, escolhendo -I( com A e B dados, corresponde ao problema de posiciona,mento de
p6los.
No nosso caso particular, o polin6mio caracterfstico, associado i matriz A - BK, 6
dado por
p(l) : .12 + (-o.argb2 + 4.00994 h + 0.41gb k2).\ +
+(-0. 153423 - 7.28797 h - 0.294728 kz).
Como os valores pr6prios verifica,rrr as equa46es
11.\2 : -0.158423 - 1.28791 fu - 0.294728 k2 e
)r * ,\z : _(_0.45352 + 4.00994 h * 0.4L35 kz),
as linhas de estabilidade marginal podem ser determinadas resolvendo as equaq6es
)r:tl e ,\1,\2:1.
Estas condig6es gararrtem que os valores pr6prios .\1 e ,\2 t6m m6dulo inferior i unidade
para k1 e k2 no interior de uma certa regi6o. Esta regifio 6 definida por tr6s linhas de
.19
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estabilidade marginal:
kz: -3.93048 - 4.36983 k1,
kz: -3.28725 - 22.9781 h,
kz: 1.82865 - 7.48044 h.
Obtemos valores pr6prios k1 e k2 est6,veis no interior da regiSo triangular representada
na Figura 2.8. Considerando, por exemplo, kr : 0.8 e kz - -5 no interior da regiSo
triangular, 0, e aplicando a lei linear de controlo (2.2), obtemos a 6rbita de periodo I






reguladores estriveis.Figura 2.8: A regi6,o limitada Q que corresponde aos polos
dos valores de k1 e k2 na bacia de atracgfi.o de f,), a 6rbita controlada convergird para
o ponto fixo mas necessitard de diferentes periodos de tempo para concluir o processo
de converg6ncia. A traject6ria ca6tica tarnb6m convergird para o ponto fixo desejado se
considerarmos valores de k1 e k2 fi.xos e escolhermos aleatoriamente condig6es inciais na
vizinhanga de (P*, R*).
Teoricamente, ap6s a activaqSo do controlo, a 6rbita continua a exibir comportamento
ca6tico durante algum tempo, tal como no caso nd,o controlado, uma vez que n6o estri sufi-
cientemente pr6xima do ponto fixo. Depois de alguns passos, esta situa4So 6 eliminada e a
6rbita 6 rapidamente conduzida ao ponto fixo. A estrat6gia de controlo de posicionamento
ca6tico do mod,elo de Boual,i,
5
tn2
Figura 2.9: A esquerda a s6rie temporal da aplicaqSo de Poincar6 discreta sem e com
controlo, considerando 4 : Pi + R2". O controlo 6 activado depois da iterada 84. A
direita a s6rie temporal da aplicaqdo de Poincar6 discreta sem e com controlo, considerando
r3: Pi + R3. O controlo 6 desactivado depois da iterada 200.
de p6los 6 muito eficaz quando aplicada a.o modelo empresarial de Bouali. De facto, as
nossas simula45es num6ricas revelam uma converg6ncia r6pida para diferentes condig6es
iniciais na vizinhanga de (P*, R*) e para diferentes valores de k1 e k2 no interior da regido
o.
Neste capftulo apresentri,mos algumas contribuig6es para o estudo detalhado d.o modelo
empresarial proposto por S. Bouali, o qual analisa a din6,mica de tr6s variriveis contfnuas:
lucros, reinvestimentos e fluxo de empr6stimos.
O estudo rigoroso das aplicag5es iteradas unidimensionais introduzidas, e que estSo
relacionadas com o comportamento dos lucros, tornou-se possfvel utilizando a teoria da
din6rnica simb6lica. No que diz respeito d, varia46o da entropia topol6gica com os dois
pa.r6,metros de controlo s e r, a aniilise revelou que quando a proporgSo de dfvida s (propor-
cional a,o auto-fi.nancia,rrrento) e a taxa de juro r aumentam, a entropia topol6gica comega
por assumir o valor zero e, uma vez atingindo um valor positivo, cresce. Por couseguinte,
valores maiores destes parA^metros de controlo tendem a induzir uma maior complexidade
tn2
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no modelo.
A representagfio das curvas isentr6picas (correspondentes is 6rbitas peri6dicas do ponto
critico C) no espago dos par6,metros permitiu-nos introduzir a ordem da dind^mica no
espaqo dos par6,metros. De facto, esta construgSo revela-se determinante para o conhe-
cimento do comportamento da entropia topol6gica em todo o espaqo dos par6,rnetros con-
siderado.
A farnflia de aplica46es associada ao comporta,rrento dos Iucros exibe entropia topol6gica
positiva, o que demonstra a sua natureza cabtica.
Motivados pela natureza cadtica do modelo e pelo papel central dos ciclos econ6micos
regulares, aplicdrnos o m6todo de controlo de posicionamento de p6los de modo a obter
um comportamento previsfvel - a 5rbita de perfodo 1 estri,vel. Num contexto real, 6 signi-
ficativo escolher um par6,metro de controlo que possa ser directamente influenciado pelos
gestores fi.na,nceiros da empresa. Deste modo, considerdmos a proporgSo de divida s como
o pardmetro de controlo e mostrii,mos, numerica,rnente, que o comportamento complexo
que emerge da din6rnica do modelo pode ser controlado por pequenas perturba46es no
par6^rrretro (as quais correspondem ds possiveis medidas tomadas pelos gestores) mrma
aplica46o linear de controlo deduzida a partir de uma secgSo de Poincar6. As carac-
teristicas fundamentais do modelo ndo sd,o alteradas pelo procedimento de controlo, uma
vez que o ponto fixo da bacia de atracgSo permanece o mesmo. Salientamos que, com
a aplica,gfio da teoria do controlo do caos, o modelo exibe uma converg6ncia r6pida para
diferentes condig6es iniciais e diferentes valores dos par6,metros de controlo. A dinArnica




ca6tico num modelo econdmico
para a acumulaEso de capit al2
O estudo da dinA^rrrica de modelos econ6micos de crescimento considera muitas vezes o
modelo standard neocldssico unisectorial de Ra,msey (L924) ou o modelo de Solow-Swan
(1956). Em ambos os casos os modelos econ6micos sdo caracterizados por lma con-
verg6ncia mon6tona para o estado de equilfbrio, por conseguinte n6o s6o observadas flu-
tua,g6es peri6dicas ou dind,mica complexa. No entanto, foram desenvolvidos outros mode
Ios de crescimento unisectoriais com a capacidade de gerar mrfltiplos estados de equilibrio
inst6veis, particularmente uos modelos introduzidos por Kaldor e Pasinetti. Em 2000,
Bohm e Kaas [30], analisaram o comportamento das poupangas, como proposto por Kaldor
(1956), e as suas consequ6ncias no que diz respeito i estabilidade dos pontos de equilibrio
num modelo discreto de crescimento de Solow. Estes autores constatararn um compor-
tamento dind,mico muito rico, caracterizado por pontos de equilibrio estriveis/insti,veis,
fluctua,g6es e caos topol6gico, quando a distribuigSo de rendimento varia suficientemente e
24 a.nrilise que se apresenta neste capitulo resultou na submiss6o para publica46o do artigo cientifico
[29] com o tftulo Isentropic d,ynamics and, control in an economic mod,el for capital accumulation
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quando os accionistas t6m poupa,ngas mais elevadas que os trabalhadores. Recentemente,
ern2Do7, Bria^nzoni et al (l3ll) estudara,rn o modelo de Bohm e Kaas considerando uma
firrrseo de produgS,o diferente e uma forga de crescimento do trabalho n6o consta,nte.
Como sabemos, 6 possivel associa,r i, identifica,gio de estados ca6ticos o desenvolvimento
de estrat6gias de controlo. Neste contexto, examina,rros os efeitos de pr-rlsos peri6dicos na
estabiliza4So de traject6rias ca6ticas realizadas pelo modelo de crescimento neocldssico
unisectorial de poupanqas, tal como introduzido no artigo dos autores Bohm e Kaas (ver
[30]). Este m6todo de controlo foi apresentado por Chau em l32l e 6 baseado no trabalho
desenvolvido por Matias e Gii6mez em [33].
3.1 DescrigSo do modelo
Nesta secgSo consideramos um modelo econ6mico de crescimento unisectorial no sentido
de Kaldor e Pasinetti, onde existem dois tipos de agentes: trabaJhadores e accionistas.
Ambos os agentes podem apresentar diferentes mas constantes inteng5es de poupanga.
A fungS,o de produgdo, .f : IR+ -; IR.+, com a propriedade de transformar capital por
trabalhador, k, em trabalho produzido por trabalhador, y, satisfaz a condigSo fraca de
Inaca, isto 6, / 6 uma fungdo de classe C2, estritamente crescente e c6ncava, tal que
mf:o l*r*0: -
O nfmero de trabalhadores cresce na proporgS,o n ) 0 (como 6 normalmente assumido
na teoria de crescimento econ6mico) e o capital decresce na proporgSo d, 0 ( d < 1. A
proporg6o de saldrios, wr 6 catasterizad,a pela rela4So
w(k):f(k)-kf'(k),
3.1 Descrigd,o do modelo
onde // (k) corresponde ao capital recebido pelos accionistas e k/'(/c) representa o capital
total recebido por trabalhador. As proporg5es (consta.ntes) de poupanga por trabalha-
dores, srr, e por accionistas, sr, variam ambas entre 0 e 1.
A funqeo que descreve a acumula,gS,o de capital 6 dada por
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kt+r : G(kt) : # f,, - 6) k, * sww (k) + s,ktf' &r)) , (3.1)
e corresponde a uma aplicaqSo unidimensional continua,mente dependeute de / e dos
par6,metros 8w,8r,n, 6. Se as inteng5es de poupanga dos trabaJhadores e accionistas forem
iguais, obt6m-se o modelo standard de crescimento de Solow. Neste caso, existe um rinico
ponto de equilfbrio globalmente est6vel, que n6o maximiza o consumo per cap,i,ta a longo
prazo. Um comporta,rrento dinS;rrico diferente do ponto fixo estrivel pode ser obtido con-
siderando diferentes firng6es de produgdo / em (3.1) e variando os pard,rretros do modelo.
De entre as fung6es de produgSo apresentadas em [30], consideramos a fungdo de
produgSo c6ncava, que resulta de uma aproimaqdo da tecnologia de Leontief, isto 6,
t@):,(** "^r(ffi)).,,
e, por conseguinte, a aplicaqSo unidimensional da equaq6o (3.1) para a fungdo / especffi-
cada. Os par6,rnetros a, b, c e o sdo todos mimeros reais positivos. Para uma informaqfio
mais detalhada acerca do modelo, o leitor 6 remetido para o artigo [30] e para as refer6ncias
no seu interior.
Uma aplica46o bimodal G tipica 6 mostrada na Figura 3.1. No estudo que se segue
usa,remos os seguintes valores para os parfinetros:
n : 0.0, Sut :0.4ra :0.2rb : lrC: 0.01, O : 0.01
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e consideraremos 6 :0.148 € sr :0.87, onde o sistema exibe entropia topol6gica positiva
(hr"p(G) : 0.656256...).
Kt
Figura 3.1: RepresentaqSo griifica de G. Neste caso 6 :0.148 e s, : Q.97.
3.2 Controlo do modelo para a acumulagio de capital
Existem diversos m6todos disponiveis paxa o controlo do comporta,mento ca6tico em sis-
temas dindmicos unidimensionais como podemos constatar em [32], [a+] e [a] Nesta
secg6,o, restringimos a nossa anfise e mostramos que pulsos peri6dicos proporcionais,
aplicados i, dinA,mica ca6tica do modelo paxa a acumulagdo de capital dado pela aplicaqio
(3.1), isto 6,
kt+r: G(h) : # ,,, - 5)ht s*ro(h) + ",krf'(k))
podem converter a dinA,mica numa 6rbita peri6dica estS,vel desejada. Para uma informa4S,o
mais detalhada sobre este m6todo e algumas das suas aplica,g6es o leitor 6 remetido para
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o artigo [32].
Com o prop6sito de controlar o comportamento ca6tico deste sistema din6,mico dis-
creto, serao aplicados pulsos instant6neos i varir{,vel da aplica4So, lit, a cada p itera46es
tal que ki -+ q ki (i 6 mriltiplo de p), onde g 6 uma constante a ser determinada e p
designa o perfodo da 6rbita aa diu6,mica. Um ponto fixo, rtr, de ,[a1 : G(kt) 6 tal que
k": G(k"), e diz-se estd,vel se e s6 se o m6dulo da derivada de primeira ordem 6 menor
do que 1, isto 6,
ldG(k"\l
l-*-; "'
Agora, conduzimos a dind,rrrica multiplicando os seus valores iterados por um factor g, a
cada p itera,g5es, considerando
G"(k) : s e@),
onde @ resulta da composigio da aplica4So G com ela pr6priap vezes. Um ponto fixo de
G* satisfaa a equa46o
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a GP(k,) : 7x",
onde o ponto fixo /c" 6 localmente estrivel se
(3.2)
l,w1-, (3.3)
Um ponto fixo estd,vel de G* 6 considerado como um ponto peri6dico estri,vel de perfodo
p da dind^rnica original, cond,uzid,a pelo mdtod,o de controlo. Considerando valores dos
pard,metros paxa os quais a aplicaqSo (3.1) 6 ca6tica e desejando convert&la numa 6rbita
est6,vel de perfodo p, devemos encontrar um ponto &, e um factor g satisfaaeudo (3.2) e
(3.3).
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Definindo a fungdo Ce(k) por
cp(k): nry,





e a equa4d,o (3.3) transforma-se em
tcp(k")t< 1<+ lifr;ry\., (3.5)
Salientamos a importdncia da desigualdade anterior: se o ponto fixo /c, satisfaz (3.5),
ent6o atrav6s do factor condutor g definido por (3.4), o controlo 6 accionado e converterd,
a din6,mica numa 6rbita peri6dica estrivel de perfodo p, passando no ponto dado. Para
considera46es mais detalhadas acerca deste procedimento de controlo ver [32].
No contexto da economia, 6 de um modo geral aceite que os m6todos de controlo do
comportamento ca6tico protagonizam aplicaq6es interessantes quando conduzem a 6rbitas
peri6dicas estri,veis de periodos pequenos, nomeadamentet p : 7 e p - 2, os quais repre-
senta,rn comporta;rrento previsivel a curto prazo. A tftulo ilustrativo, fixamos ent6o os
valores dos pardmetros 6 : 0.148 e sr : 0.87, onde o sistema apresenta entropia topol6gica
positiva, hrq(G):0.656256.... As fung6es Cl(k) e C2(k), para valores entre -1 e 1, s6,o
exibidas na Figura 3.2. No que diz respeito i funqeo C'(k), os pontos fixos podem ser
estabilizados para todos os valores de k, pertencentes a dois intervalos. Quando p:2, a
6rbita de periodo 2 pode ser estabilizada para valores de /c, pertencentes a 6 intervalos.
Figrua 3.2: As curvas de controlo Cp, p:112, pil& a aplica,geo econ6mica quando
d :0.148 € s, : 0.87. Em cada caso, considera,rnos a restrigeo -1 a @r(k) < 1.
De facto, os intervalos de controlo t6m menor amplitude i medida que a periodicidade
aumenta. A Figura 3.3 ilustra dois exemplos de estabilaaSb da aplica46o econ6mica
correspondente ao periodo I e ao periodo 2. Os valores k" foram seleccionados depois
de analisada a Figura 3.2 e os valores de q fora^rn calculados utiliza^ndo a equaado (8.4).
Em ambos os exemplos, a converg6ncia foi muito rr{,pida (ver Figura 3.8). 6 interessante
Figura 3.3: Dois exemplos do efeito do controlo da aplicaq6o econ6mica correspondeate
aos periodos 1e 2. Paraoperfodo 1: /c, -4.96 e q:0.92bb02... (ocontrolo foi activado
em t:45). Para o perfodo 2: k":4.83 e 0:0.94g952...(o controlo foi activado em
t:60).
observar que para valores de /c, tais que lCr(,tr)l estr{ pr6ximo da unidade a converg6ncia 6
mais lenta. No que diz respeito aos sistemas econ6micos, 6 desejrivel que a converg6ncia seja
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r6pida de modo a obter o comportamento mais adequado. Um exemplo de converg6ncia
lenta pode ser observada na Figura 3.4.
Figura 3.4: Dois exemplos de converg6ncia lenta paxa os periodos I e 2. Para o periodo 1:
ks : 5.1 e g : 1.07386... (o controlo foi activado em f :45). Para o periodo 2: k":4.95
e 4: 1.04608... (o controlo foi activado em f:60).
Note'se que o sistema pode ser estabilizado para uma diversidade de pontos dentro ou
fora da bacia de atracq6,o do atractor (ver o trabalho de Chau [32]).
Neste capitulo, motivados pela estrutura ca6tica do modelo de crescimento unissecto-
rial (com uma fungd,o de produgSo de Leontief) introduzido por Bcihm e Kaas, aplicrirnos o
m6todo de controlo, baseado em pulsos peri6dicos proporcionais, de modo a obter compor-
tamento previsivel - as 6rbitas de periodo 1 e 2 estri,veis. De facto, se existir alguma forma
relevante de n6olinearidade numa estrutura econ6mica, o controlo de tais estruturas pode
beneficiar bastante do conhecimento inerente ao procedimento de controlo. Mostrdrnos
que o comportamento complexo que emerge da dinA.mica do modelo econ6mico para a
acumula46o de capital pode ser controlado aplicando pulsos peri6dicos proporcionais ins-
ta,nt6neos A, varid,vel dindmica k do sistema, a cada itera,gdo peri6dica. A representa4S,o
analitica das fung6es de controlo Co(k), permitiram-nos exibir os intervalos de controlo
3.2 Controlo do rnod,elo para a acumulagd,o de capi,tat
paxa a acumulaqSo de capital em cada caso de periodicidade. Salienta.mos ainda que,
com a aplica46o desta t6cnica de controlo do ca,os, o modelo realiza diferentes tempos de
converg6ncia.
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Capitulo 4
Medindo a complexidade num
modelo de ciclos economrcos do
tipo Kaldor3
Uma das teorias mais interessantes acerc& dos ciclos econ6micos, segundo a escola de pen-
samento de Keynes, continua a ser o trabalho desenvolvido por Nicholas Kaldor [36]. A
principal diferenga em rela4So a outros modelos contempor6neos consiste na utiliza46o
de fung6es nfio-lineares, as quais produzem ciclos enddgenos, ao contrdrio do modelo
acelerador-multiplicador o qual preserva ciclos regulares originados por factores onigenos.
Os modelos matemdticos que descrevem e simularn o comporta,mento de economias surgem
de relag6es entre diferentes vari6veis, tais como o emprego, as receitas ou as poupangas.
No modelo de Kaldor, os investimentos e as poupangas depeudem, de forma ndolinear,
da actividade econ6mica, apesa,r da formula46o usual do modelo restringir a rela46o u6a
-linear aos investimentos, mantendo uma relaq6o linear no que diz respeito is poupangas.
Os autores Chang e Smyth [37] traduziram o modelo de Kaldor num contexto mais rigo
roso: o primeiro numa abordagem em termos de ciclos limite e o segundo numa abor-
3A anrilise que se apresenta neste capitulo resultou na publica4So do artigo cientlfico [35] com o tltulo
Measuring compkrity dn a business cycle model of the Kaklar type.
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dagem em termos da teoria das catr{strofes. Um dos factores que dificulta o trata;nento
matem5tico dos modelos econ6micos em geral, resulta do facto destes serem descritos, na
maioria dos casos, por modelos com dimensdo superior a um. A possibilidade de medir
certas quantidades significativas de um modelo torna-se muito diflcil. Por conseguinte,
uma compreensfio qualitativa ou geom6trica destes sistemas 6, do ponto de vista intuitivo,
muito enriquecedora.
No presente capitulo, consideramos um modelo bidimensional discreto do tipoKaldor
introduzido por Hermann [3S] e estudado por diversos autores. Para uma consulta adi-
cional sobre diferentes estudos relacionados com modelos do tipo Kaldor, o leitor 6 dirigido
paxa a seguinte literatura: [39], [40] l[tl,142), l4.3i, e faal.
Iremos concentrar a nossa atengSo na andlise de um caso particular da vers6,o do modelo de
Kaldor escolhida. Mais precisamente, mostra.rnos a influ6ncia de diferentes pardmetros do
sistema na variaqdo da entropia topol6gica e introduzimos o segundo invariante topol6gico,
r, apresentado no Capitulo 1, para distinguir aplicaq6es com a mesma entropia. No estudo
relacionado com o segundo invariante veremos como 6 interessante a rela,g6o sugerida pela
sua variaqd,o com um dos par6,metros de controlo.
4.L DescrigSo do modelo
O modelo de ciclos econ6micos de Kaldor consiste em duas equa46es principais que usuun as
quatro vari6veis seguintes: investimentos, tftulos de capital (vator das acg6es), poupanga,s
e receitas. Consideremos os investimentos designados por 1, os titulos de capital por I{,
as poupanqas por,S e as receitas por Y. Assim, temos
I Y+r, -Y: a(Is - S)
t /(t+r : (t - 6)Kt -t It ' (4.1)
4.1 Descrigd,o do mod,elo
onde o 6 um nrimero positivo que representa a velocidade de reacgdo ao excesso de procura
e d (0 < 6 < 1) representa a taxa de desvaloriza4So dos titulos de capital. Um valor de
a menor que a unidade significa uma reacgdo prudente e um valor elevado de o traduz
reacg6es bruscas. Uma economia modelada por esta versSo discreta do modelo de Kaldor
6 completa,rnente determinada pelas receitas e pelos tftulos de capital.
As poupangas sdo tais que,
st:Y - c(Yi, @.2)




com c0, c e Y* constantes. Os pardmetros c0 e c est6o relacionados pela forma sigmoidal
da fungSo de consumo. A constante Y* representa o nfvel de equiUbrio das receitas. A
Figura 4.1: A forma da fungdo de consumo, C(Y), paxa c0 : 0 e Y* : 0.
rede de investimentos depende proporcionalmente das discrepdncias entre os titulos de
capital desejados, K!, e os titulos de capital actuais
It: p(K! - Kt) + 6K| (4.4)
c(Yr):^*':arctan (w),
c (v)
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Considerando que os titulos de capital desejados dependem linearmente das receitas,
I Y*, : o(0 0Y - K) + 5K, + c(Y) - Yr) +Y
t I(t+r : (1- \Kt+ 0 ty 1
ondeosparametros satisfaaem: dtc,'y) 0, d ) 0,p <lec(Y) 6 dadapelaEqua46o
(4.3).
No caso particular 0 : 6, a aplica4So tem a forma:
I u*, : o (o^,r,* co * ff '*tan (#)) -") ."1
I Kt+r : (1- p)Kt+ 0 ty
Uma consequ6ncia imediata desta estrutura reside no facto da primeira equaqS,o se com-
portar como uma aplica4fro unidimensional independente, o que signifi.ca, do ponto de vista
econ6mico, que as receitas dependem unicamente delas pr6prias. Uma outra consequ6ncia
desta estrutura triangular 6 a possibilidade de aplicar m6todos matemdticos pa^ra calcular
quantidades relevantes para caracterizar o sistema como ca6tico ou nio ca6tico.
4.2 Dindmica ca6tica da aplicageo triangular
Consideremos a farnflia de aplica46es F : lR2 ----* lR2, F(y,k) : (l@), S@, k)) dada por
F ( y.) : ( "(n v+ co* f arctg ("-%!)) -r) *, )\k/ \lrlp)k+p"ya \ -" / / )
ondea,6,"yegs6oparAmetrosreaistaisquea,6,.y)0,0<p<1.NasFiguras4.2e4.B
sd,o representados graficamente os atractores associados i aplica,gSo F para alguns valores
dos par6,metros.
De acordo com (1.1), para calcular a entropia topol6gica 6 necessdrio calcular primeiro
a entropia topol6gica de /, uma famflia a quatro parAmetros que representa a aplicaqfio
base,
f(v) : " (o', u + q+ 4 a.cts (' %!)) - r) *,






Figura 4.2: Atractores associados A, famflia F para alguns valores dos parAmetros. Em (o)




Figura 4.3: Atractores associados A, fa,rrrflia F para algrrns valores dos par6^rnetros. Em (c)
o:19.5, 9:O.2, c:O.75,7:1.65 e em (d) a:27.84, 9:O.2, c:O.75,.f :1.65.
Observando as solug6es da equa,gSo f'(y) :0 podemos constatar que a aplicagdo f d,
nma aplica46o bimodal (ver Figura 4.4), quando c > I - h - * ) 0. Esta 6 precisarnente
a situa46o que iremos considerar. O minimo relativo cl e o mdximo relativo cz sda dados
por:
cL:u* - A C2:Y* I
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Figura 4.4: Representa4So grffica de / quando c ) 1 - gl - j. Neste caso o : 26.0,
0:0.2rc:0.75e7:1.65.
aplica,g5es, 6 relevante analisar dois casos separadamente:
(1) q:Y*:o
(e) "o*o e Y* lo
Primeiramente, considerarnos co : Y* : 0. Neste caso os dois pontos criticos e e c2 sdo
sim6tricos.
A Figura 4.5 mostra a alterag6,o no comportamento da aplica,gS,o base quando variamos
um parAmetro, o ou c, de cada vez. Os outros parAmetros, 0 e.y, modificam a aplica4So
bimodal da mesma forma que o par6,rrretro c.
A discussS,o do seguinte exemplo ilustra o cdlculo da entropia topol6gica para uma
aplica,gSo base, bimodal, usando a teoria de knead,ing (atendendo as considerag6es feitas
na subsecASo 1.1.1 do Capitulo 1).
Exemplo 4 F'iremos a :21.054, I :0.2, c:0.75 e.y :1.65 (uer a aplicagd,o da Figura
4.4). Para estes aalores dos pardmetros as 6rbitas ilos pontos c'n^-ticos definem o par d,e
sequ4nc'ias (LMLLA,RMRRB). As sequ€,nc'ias simb6licas que corresponilem d,s 6rbitas
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r (y)
Figura 4.5: O comportamento da aplicaqSo base. No griffico da esquerda, qua,ndo a varia,
osoutrospard,rnetros s6o: p -0.2, c:0.75 e?:1.65. No grrffico dadireita, quando c
varia, os outros pardmetros sdo: o : '1,5, P: 0.2 e "y : 1.65.
dos pontos c{, c1, c{ e c2 sdo




Note-se que o bloco LMLLL correspond,e d, sequ€nciaLMLLA onde o stmbolo A 6 subs-
titu'ido por L, d,euido d, paridad,e do bloco LMLL ser dmpar e o bloco RMRRR cortespond,e
d, sequ€ncia RMRRB ond,e o sdmbolo B d substitu,id,o por R d,eai,ito d, parid,ade d,o btaa
RMRR ser tmpar. As coord,enad,as inuariantes s6,o
e"y(t) : M +Lt-M* -Ltl +Lt4 - Lf +Lt6 - M{ -...: M t t (L - Mt - L* + Lf - Lt{) + f (L - Mt - L* + Lf - Lt4) + ...: M * t lL - Mt - L* + LF - Lt4) (t+15 + r10 +...)
: M tt-:Y-#P!-D.
0"1(t) - L- Lt+ Mt2 + Lf - Lt4+ Lts - Lf + Mt7 +...
- L - t (L - Mt - L* + L* - Ltn) - f(L _ Mt _ L* + Lf _ L#) _ ...
- L - t (L - Mt - L* + Lf - L*) (L+ 15 + rro +...)
_ r t(t -ut-tt2+tts-tta\
l-t"
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e
oq(t)
- R*) - ...
_ D t(a-ut-at2+nt3-Rta)
- rr - ------------lI;-:
e"-$) :M lRt*M* -Rf +Rt4-Rt'+Rt6 -M{ +...
: M * t (R - Mt - Rt2 + Rt3 - at4) + t6(R - Mt - Rt2 + Rt3 - R*) - ...: M *t (R- Mt - R* + Rt3 -.Rr4) (1 +15+tto +...)
_ ^i t 
t(n-rut-ru2+m3-Rta)
----------Trt5-- '
Os incrementos de kneading, ur e u2, sdo dad,os por
- R- Rt+ Mt2 + Rt3 - RtA + Rt' - Rto + M{ -...
- R - t (R - Mt - R* + Rt3 - R#) - t6(R - Mt - Rt2 + Rt3
- R - t (R - Mt - R* + Rt3 - Rt4) O+ 15 + r,, +...)
l
"lt) :0"{(t) - 0"-(t)
: ti +t(r,-ut-!t:r,t3-r,ta) _ (, _ P*r#A_@)
: (=w,*a.t) "* (ry*) *
"z(t) 
:0q(t) - 0.;(t)
_ ft_r@y+P:@ _ (* _t(a-*tt-!t_!atz-ntt))
: (r#) * * (r-zt+ztf't^+*) a.
Atendend,o ds d,efinig6es anteri,ores, a matri,z de lcneadi,ng 6
N(r):
Portanto f* : 0.660992... e a entropia topol6gico 6 dada por
/r\ht"pj): a* ("J :0.4t4072....
Nos diagra,rnas de bifurca,gdo da Figura 4.6 e da Figura 4.7 sda representadas as iteradas
assimpt6ticas de gn a partir dos pontos iniciais cL e c2.
Os diagramas de bifurcaqSo ajudam-nos a compreender melhor as Figuras 4.8 e 4.9 as
quais ilustra,m alguns resultados num6ricos da variaqSo da entropia topol6gica com cada
um dos par6,metros a e q numa dada regiS,o do espaqo dos pard.metros. Para estes va-
lores dos parAmetros, estes grfficos sugerem que a entropia topol6gica htw 6 mon5tona
f -t+2t-2t3+na-ts l-2t2-t5| --------1:75- l:75'-
fo=#f
4t.2 Dini,mica u,6tim da aplim,gdo triangular
Figura 4.6: Diagrama de bifurcaqd,o da aplica4io f para a € [].5,301, p - 0.2, c:0.75 e
?: 1.65.
crescente. Este comportarnento 6 determinado pela ordem das sequGncias simb5licas asso-
ciadas is 6rbitas sucessivas dos dois pontos criticos e permitem-nos distinguir as aplicag6es
unidimensionais.
No que diz respeito d, aplica46o base, 6 importante notar que para valores dos par6,metros
correspondentes a 6rbitas peri6dicas estd,veis da aplicagdo base /(g), Sp&) 6 dada por
sp $) : I (up-r, ..., 9 (uz, g (u, g (yo, k)) ...)) (4.5)
: (_1)p(_1 + p)pk +
+0 (yp-r - ae-z(-t + P) + up-s(-t + 02 -... + (-t;r-lso(-l + Oo-t) +
Note.se eue gp (/c) representa uma linha recta, o que sigaifica que a entropia topoldgica
da aplica,g6o fibra 6 zero. Nesta situa46o podemos enunciar que a entropia topol6gica
htq(F(U,/c)) da aplica4So triangular F(y,k), que representa o modelo tipo Kaldor, 6 tal
que
lrr*(F (U, k)) : ht"p$ @)).
Como sabemos, no que diz respeito a,o estudo da entropia topol6gica, podem o@rrer
71
72 Med'inilo a completiilaile num mod,elo ile c,i,clos ecoruimicos do tipo Katdof
Figura 4.7: Diagrama de bifurcaqdo da aplicagSo / para c € [0.68, O.Tg], a:2L, A :0.2
e 7: 1'65.
situag5es de din6rnica isentr6pica (isto 6, dindmica com a mesma entropia) as quais susci-
tam quest6es interessarrtes.
4.3 AplicaESesisentr6picas
Nesta secgSo, iremos considerar o caso apresentado arrteriormente
co*O e Y*lO.
Para ilustrar a ideia de dinAmica isentr6pica, varnos fixar Y* - 0.8, a :22, g :0.2, "y :
l.6einvestigaraexist6nciadeaplicag6escomentropiatopol6gicaigualalog(2.147899...):
0.764490..., quando os par6,rrretros c e c0 se,o variados. No nosso estudo analisa,mos a
restrigSo da famflia de aplica46es
f.,""(a) : * (0", u + co+ 4 arctg (r+D) - r) .,




€ IR.2 : f",",(f",."(c1)) < f",",("2) "





Figura 4.8: Varia46o da entropia topol6gica com a, paxa c - 0.2b, ?: 1.65 e g:0.2,
9:0.25e0:O.3.
que 6 o conjunto dos pares de pard,metros (c, cs) para os quais a aplicagSo base 6 bimodal.
A regiSo O 6 representada na Figura 4.10.
Utilizando o procedimento descrito na secgSo anterior, podemos calcular a entropia
topol6gica destas aplica46es. As tabelas seguintes mostram as sequ6ncias de knead,ing e
o polin6mio caracteristico associado a cada aplicaqSo. 6 importante notar que o factor












0.6 0.6s 0.7 0.75
c
Figura4.9: Variaqd,odaentropiatopol6gica comc, parao:25.5, ?:1.65 e 0:0.2,
0:0.25e0:0.3'
mesma entropia topol6gica ht* ( f ",..) 









































(0.7743488,0.523392) (LM RM3 RB, RM3 L2 M3 LMz RMr RM RM B)
(0.777405,0.5505) (LMzB,RMA)
4.3 Aplicagdes isentr6piu,s 75
o:72 0.74 oi6 0.78 0.80
Figura 4.10: A regido Q do espa4o dos par6,metros.
(c, c6) com Y* : 0.8 polin6mio caracteristico de M (f"".)
(0.77505, 0.52026) -t-2t-tz + r,)(-1 +t-2tz +tr)
(0.7729695,0.528732)
(-1-2t-t2+r3X1-0#
(-2 + t - 2* - # - t5 - tG - { -te + tro)
(0.77092,0.54465)
(-1 - 2t - tz + r,)(-1 + r)ro
(-2 + t - 2* - * - t5 - t6 - tz -te + t1o)
(0.775037,0.567662)
(-1 - 2t - tz + rr)(-1 + r)(1 +,
(-1+t-zt2+t3)
(0.772517,0.557187)
(-l - 2t - tz + rr)(-1 + r)rc
(-2 + t - 2* - # - t5 - tG - { -te + t1o)
(0.770934,0.543232)
(-1-2t-tz+rr)(1-r)fb
(-2 + t - 2* - # - t5 - t6 - t7 -te + t1o)
(0.77295,0.55914)
(-1-2t-tz+t3)(1-t)tr
(-2 + t - 2* - # - t5 - tG - tr -re +rro)
(0.7725154,0.530723)
(-1- 2t-tz +ru)(1-r)rb
(-2 + t - 2* - * - t5 - t6 - { -te +rro)
(0.7743488,0.523392)
(-1 - 2t - tz + tr)t( (-2+ 3, - t2 - 2t3 + 3t4 - 4tb
+4t6 _$ +te _2*o +tll _r15+116 _2{z afs)
(0.771405,0.5505) -t-2t-tz + r,)(-1 +t-2tz +t6)
Neste momento do nosso estudo, 6 importarrte salientax que em todas as situa46es
apresentadas o comporta,mento 6 ca6tico e a entropia topol6gica tem exacta,mente o
Medindo a compledd,ad,e num moilelo de c,iclos ecorujmias d,o
mesmo valor. A cada ponto (ca,c) na Figura 4.11 corresponde uma aplica4So com en-
tropia topol6gica htop(f.,",) : log(2.747899...) :0.764490.... Representa.rnos igualmente







0.77L 0.772 0.773 0.774 0.775
c
Figura 4.11: Representagdo dos pontos (",q), para y* :0.8. A cada ponto corresponde
uma aplica,gSo com entropia topol6gica ht* (f .,"") : log(2.147899... ) : 0.7 64490....
Com o prop6sito de distinguir din6micas com a mesma entropia, considera,rros o in-
variante topol6gico r. O exemplo seguinte ilustra o seu ciilculo num dos casos arrteriores.










cnm Mu: lmaxu a equagd,o do uector pr4prio de Perron. Assim
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,\ (c1) : Dr :0.341164... e ),(c2) :Dro: 0.608378...
i:t i:l
(com u normal,izad,o ao interaalo uni,ilirio). Obtemos entd,o
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Figura 4.12: Representa4So dos pontos (",*; o. regieo O, para Y* :0.8. A cada
ponto corresponde uma aplica4S,o com entropia topol6gica lro*(f",",): log(2.147899...) :
0.764490....
A aplicagdo sucionalmente linear semi-conjugad,a associad,a a este par de hneailing i
ilustrad,a na Figura 1.13. Os pari,metros urrespond,entes d, aplicagdo fc,cs sdo c : 0.775037,
co:0.567662 eY*:0.8.
A cada par de hneadi,ng (e(d,g(d) corresponde um e um s6 valor de r.
Para o conjunto de poutos estudados, representamos nas Figuras 4.L4 e 4.15 alguns
resultados num6ricos da varia46o do invariante topol6gico r com cada um dos par6,rnetros
c e co. Os grrificos das Figuras 4.Ll e 4.14 t6m uma forma semelhante o que estr{ de
acordo com a relaqio entre r e c6. De facto, 6 central notar que a Figura 4.15 sugere uma
re1a45o aproximada,mente linear entre as duas grandezas. Mais precisa;rrente, utilizando
o m6todo dos minimos quadrados, obtemos a recta de regressdo linear com expressdo
analitica U : 5.036a -2.3114, representada na Figura 4.L5, e cujo coeficiente de correlagdo
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Figura 4.13: AplicagS,o seccionalmente linear para s :2.147899... e r :0.534428....
6 0.9939.... Note.se no entanto que a interpretaqSo deste coeficiente exige muito cuidado.
O facto de existir uma forte correlaqSo entre duas grandezas ndo quer dizer que exista







Figura 4.14: Varia4So do invarianate topol6gico r com c.
Devido a,o facto da f6rmula (4.5) ser vr{lida para todos os valores dos parAmetros, a








A recta representada correspondeFigura 4.15: Varia,gdo do invariante topol6gico r com c6.
i recta de regressSo linear y : 5.036r - 2.3114.
igualdade
htq(F (y, k)) : hr"pff (y))
permanece vr{Iida para c0 * 0 e Y* + O. Por conseguinte, as situaq6es de isentropia
estudadas para /(S) ocorrem igualmente paxa a aplicaqSo triangular F(y,k).
Nesta secgSo estuddrnos a dinAmica ca6tica de um modelo tipo Kaldor, envolvendo as
vari6veis receita e titulos de capital, no caso em que a aplicaqdo se reduz a uma aplica4So
triangular. Na literatura disponivel, a andlise detalhada deste modelo envolve muitos a.s-
suntos diferentes, tanto no dominio da economia como da matemdtica, e a sua investiga4fio
cientffica continua a ser uma rirea de trabalho activa.
Uma aniilise detalhada deste modelo tornou-se possivel atrav6s do estudo da varia46o
da entropia topol6gica com o par6,metro o (que representa a velocidade de reacgio ao ex-
cesso de procura) e com o pard,rretro c (o quat estd directa,mente relacionado com a forma
sigmoidal da fung6o de consumo). De facto, o modelo do tipo Kaldor exibe entropia
nunx nxodelo d,e ciclos econdmicos d,o
topol6gica positiva, o que significa que em determinadas condig5es a economia associada
6 ca6tica. A nossa anr{lise revelou que quando o par6,metro o aumenta (o que significa
uma reacgSo brusca ao excesso de procura) a entropia topol6gica tamb6m aumenta. De
forma ani{Joga, quando o pardrrretro c cresce, este invariante num6rico tarnb6m 6 cres-
cente. Assim, valores elevados destes pard.rretros de controlo tendem a introduzir mais
complexidade i estrutura econ6mica. A cada par de par6,metros corresponde um valor
da entropia topol6gica, o qual 6 um quantificador da estrutura orbital complexa e um
atributo eficientemente utilizado para identificar diferentes estados ca6ticos.
Introduzimos o segundo invariante topol6gico como um instrumento matemd,tico capaz
de distinguir aplica,g5es isentr6picas. 6 significativo notar que um aumento no pardmetro
de controlo cs signffica um aumento no invariante numdrico r, sugerindo uma rela46o
aproximadamente linear entre as duas grandezas. Este facto 6 muito interessa;rte. Assim,
no que diz respeito ao resultado das simulaq6es num6ricas, ser6 lfcito esperar uma iden-
tificagio do parA,metro c0 com o invariarrte topol6gico r? Esta 6 ainda uma questSo em
aberto que serii certamento objecto de novas investigaq6es.
Parte II
A teoria dos sistemas din6micos




fnvariantes topol6gicos no estudo
de um modelo para uma cadeia
alimentar tritr6 frca4
Um ecossistema, ou sistema ecol6gico, 6 a base funcional da ecologia. A palavr.a ecossis-
tema diz respeito a um sistema de organismos vivos que interagem ndo s6 com o meio fisico
que os rodeia mas tamb6m com a quimica a.rrrbiental e com o meio social e biol6gico em
que estSo inseridos. Um ecossistema inclui todos os orga^nismos que af vivem (componente
bi6tica) e o ambiente ffsico (componente abi6tica) e implica que os organismos e o seu
meio formem um todo, apesax de cada um ser um ser individual. Ambas as componentes
de um sistema ecol6gico sdo essenciais para a manutengSo da vida tal como a conhece-
mos na Terra. Nenhum ecossistema natural 6 completamente independente, nem tem um
tamanho deflnido ou ideal sendo essencialmente caracteriza.do pela diversidade de espdcies
(embora algumas esp6cies predominem sobre as outras).
Com o prop6sito de compreender esta ecocomplerid,ad,e, 6 importante estudar cuida-
dosamente o comportamento dinArnico de cadeias alimentares simples (em particular
aA anri,lise que se apresenta neste capitulo resultou na publica4So dos artigos cientificos [46] e [42] com os
titulos Topologi,cal inuariants in the stuily of a chaotic fooil chadn system e Chaos in e.cologg: the topotoEical
entropg o! a tri,trophic fooil chain moilel.
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Este procedimento conduz ao sistema adimensional seguinte:
t ------+ ctT, ,-----. |x, o----. kr,
P2P1- , cL c2z- 
-Lt \:-r 
i:-,Ctr6 T CL
^Hv^H2lJt : V, Pz: yo, com
yo:'K, 6r:d', 6r:d'.
Pt cL c2
(r : r(, -" - #*) : r r*(r,u)
*:r(ffi-d1 - fa):v s*(r,u,z)
2:e z(*-r,) : ,h*(v)
(5.2)
No contexto da ecologia, os par6metros t6m as seguintes definigSes:
.cto (: -1, ondecl 6 ataxade crescimento mdxima per capita dopredadorer 6 ataxar
de crescimento miixima per capita da presa
C2. e : 1, onde c2 6 a taxa de crescimento mdxima per capita do super-predador e c1
cl
6 a taxa de crescimento miixima per capita do predador
fu 6 u constarrte adimensional de semi-saturaqSo medida na ruzda inversa da capaci-
dade bi6tica mdxima da presa (valor para o qual cessa o crescimento da populaqdo)
gz 6 u constarrte adimensional de semi-saturaqSo do predador medida na razSo in-
versa da sua capacidade de preda46o.
5.1 Descrigd,o do mod,elo
. d'1 : 4, ood" d1 6 ataxa de mortalidade natural per capitado predador e c1 6 a
CL
taxa de crescimento mdxima per capita do predador
c 6z - h, orrd" d,2 6 ataxa de mortalidade natural per mpitado super-predador e c2
C2
6 a taxa de crescimento mdxima per capita do super-predador
Tal como em [50], assumimos no desenvolvimento que se segue as condig6es
0<h<L e 0< 0211,
as quais podem ser interpretadas como significa,ndo que o predador e o super-predador sdo
ambos bons ca4adores. Assumimos ta,rntr6m que
o<6r:4., " o16z:h.r.ct c2
As condig6es anteriores sdo na verdade naturais uma vez que a condigdo 5a ) I (i,:1r2)
conduziria ao colapso da cadeia alimentar tritr6fica. Mais precisamente, am d1 ) c1,
o predador morre mais rapidamente do que se reproduz mesmo com taxa de reprodugdo
mi{xima. Com d2 > c2) o super-predador tende a desaparecer pela mesma razfio. Em
ambos os casos estariamos na presenqa de cadeias alimentares tritr6ficas triviais, cujo
comportamento dinfurrico est6 completa,mento compreendido.
Sob a "hip6tese de diversifica4So tr6fica", a qual estabelece q.ue a taca d,e crescimento
per capita mdri,ma d,ecresce da base p&ra o topo d,a c,ad,eia alimentar, nomeadamente,
r)c1>.c2)0
ou, de forma equivalente,
0<(<<1 e 0<e< 1,
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o sistema (5.2) torna-se um sistema singularmente perturbado de tr6s varid,veis. As taxas
de varia4So da presa, do predador e do super-predador sdo rd,pida, interm6dia e lenta,
respectivamente. Do ponto de vista ecol6gico isto significa que a presa se reproduz mais
rapidamente que o predador o qual se reproduz mais rapidanente que o super-predador.
5.2 Aplicag6es de Poincar6 e aplicag6es unidimensionais
TaI como foi arrteriormente mencionado, este capftulo tem como objectivo proporcionar um
estudo, em termos dos invariarrtes topol6gicos, de aplica46es unidimensionais associadas ao
modelo (5.2) resultarrtes de aplicaq6es de Poincar6. A existGncia destas aplicaq6es, numa
determiuada regiio dos pard,metros com significado concreto do ponto de vista ecol6gico,
foi demonstrada em [51] usando um m6todo geom6trico de perturbag6es singulares, o qual
se tem revelado extremamente eficiente no tratamento de modelos ecol6gicos (ver [50],
[51], [52] e [54]).
Nas simulaq5es num6ricas que se seguem usa,remos
( : 0.1, 0r :0.3, 0z: 0.1, 6r : 0.2
e consideremos e e 62 como parA,metros de controlo. Tal como vimos anteriormente, o
par6,metro e representa a taxa de crescimento mdxima per capita do super-predador sobre
a taxa de crescimento mdxima per cap'ita do predador e o par6,metro 52 corresponde A,
taxa de mortalidade natural per capita do super-predador sobre a sua pr6pria taxa de
crescimento mi4xima.
A integraqdo num6rica do sistema (5.2), proporciona-nos uma melhor compreensd,o
geom6trica acerca do comportamento assimpt6tico das traject6rias. Desprezando as tra-
ject6rias transientes, uma estrutura emerge quando a solugS,o (r(t),y(t), z(t)) 6: visualizada
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Figura 5.1: (a) SolugSo visua]izada como uma traject6ria no espa{o tridimensional para
e : 0.75 e d2 : 9.533. (b) Projecqeo da traject6ria tridimensional no plaaLozy para
e:0.75 e 62:6.533.
como uma traject6ria no espa{o tridimensional (Figura 5.1(a)) e a sua projecpSo no plano
6 exibida na Figura 5.1(b).
Com o prop6sito de compreender as caracteristicas principais das traject6rias no espa4o
tridimensional, podemos utilizar aplica4Ses de Poincar6 para reduzir a dimensSo do espaqo
de fases e tornar a anii,lise mais simples. Neste caso particular, temos um sistema com tr6s
variriveis dind,micas e escolhemos a secgdo de Poincar6 definida por
Tz;U-Ultn-m(z-zy*)
(ver Figura 5.1(b)). 12 corresponde a uma semi-recta em (?, z) desenvolvida a partir do
ponto fixo na isoclina nula de r (superficie onde a vari6vel dinA.mica r 6 constante no
tempo):
f*(*,y) - 0 <+ y : (t - r)(fu + r).
Com (r,y,z) nesta parribola, o ponto de equiUbrio n5o trivial pyia: (xy,i,r,U1t ,zyu) 6




_ (ryu - 6r frt - fi ry*) (gz* uru),!m
e
^ _ h-ufi.uAL: 
-.
z rin
De facto, a intersecgSo entre as superficies correspondentes ds isoclinas nulas s6o pontos
de equilfbrio (pontos estacionririos), e portanto, a determina4do destas isoclinas 6 particu-
Iarmente ritil na identifica4So de tais pontos. Para mais detalhes o leitor poderd consultar
[50] e [5t]. Desprezando a parte tra.nsiente, registamos as sucessivas interseq6es da tra-
ject6ria com o plano 12, as quais s5o especificadas pelas coordenadas fin e zn. Com este
procedimento podemos ter um dos seguintes dois tipos de aplicaq6es iteradas, que consis-
tem em pares de pontos (zn,zn+t), obtidos a partir das sucessivas segundas coordenadas
dos pontos definidos pela aplicaqS,o de Poincar6:
o A aplica,qSo iterada da Figura 5.2(a) que se comporta dinamicamente como uma
aplicagSo unimodal. Esta ocorre para valores mais elevados de 62.
o A aplicagio iterada da Figura 5.2(b) que se comporta dinamicamente como uma
aplicagdo bimodal. Esta ocorre para valores de 62 menores.
I
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Figura 5.2: (a) A aplicaqSo iterada para 6 : 0.75 e 62 :0.594. (b) A aplica46o iterada
para6:0.86 e62:9.479.
Na literatura existente, estes dois tipos de aplicaq6es iteradas sdo consideradas como
uma excelente apro:cimaqSo de aplicaq6es unidimensionais (ver [50] e [5t]).
Seguidamente, apresenta.mos comportamentos da entropia topol6gica e regimes da
din6rnica que ocorrem para aplica46es unimodais e bimodais.
5.2.L Aplicag6es unimodais
Iniciamos esta subsecgSo com a apresenta,gdo dos diagra,mas de bifurca46o (Figura 5.3) para
diferentes valores dos pardmetros 62 e e. Estes diagramas cont6m informaq6es importantes
sobre o comportamento qualitativo das aplicaq6es em estudo. Em particular, revelam
bifurcaq6es de duplica4So do periodo invertidas e permitem uma melhor compreensSo das
Figuras 5.4(a) e 5.4(b) que representam os resultados da variaqdo da entropia topol6gica
com cada um dos parA,metros 62 e e.
Salientamos que este tipo de aplicaq6es unidimensionais associadas ao modelo de
Rosenzweig-MacArthur para cadeias tritr6ficas exibem entropia topol6gica positiva, o que
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Figura 5.3: (a) Diagrama de bifurcaq6o paxa zn como uma fungao de e, com dz : 0.66 e
0.6 ( e < 1.0. (b) Diagrama de bifurca46o para zn como uma fungdo de d2, com e :0.25





Figura 5.4: (a) Varia46o da entropia topol6gica para 0.6 ( e ( 0.802, corn 62: 0.66. (b)
VariaESo da entropia topol6gica para 0.584 I 52 I 0.672, corn e : O.Zb.
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12 t g : Uyta - m (z - zy*), condvziu i identificagSo de uma vasta regido do espa4o dos
par6,metros, associada is aplicaq6es uaimodais e bimodais, onde o caos ocorre.
Analoga,rrrente ao apresentado relativa,mente ao modelo do Capftulo 2, representa,rnos
as curvas construidas a partir das sequ6ncias de knead,ing, no espa{o dos pard,metros Q1,
correspondentes a 6rbitas peri6dicas do ponto crftico C. O diagra,ma da Figura 5.5 mostra
como os periodos (", < 5) est6o organizados no espaqo dos pard,rrretros considerado (cujos
pares de valores (62,e) correspondem aplica46es iteradas com a forma da curva logistica).
Da direita para a esquerda na Figura 5.5, as correspondentes 6rbitas de kneading sda;
perfodo I - C*, periodo 2 - (RC)*, periodo 4 - (RLRC)-, perfodo 5 - (RLRRC)@,
periodo 3 - (RLC)*, periodo 5 - (RLLRC)- " 
periodo 4 - (RLLC)- e periodo 5 -
(RLLLC)*. A ordena,gSo das sequ6ncias de laneading no espa{o dos parA.metros conduz
A. identifica,g6o de diferentes niveis da entropia topol6gica, que permanece consta,ute em


























Baseado no traba,lho desenvolvido em [50] e por raa5es de clareza de exposigSo, es-
tudrirnos separada e preliminarmente uma fa,rnflia de aplica45es unimodais, associadas
isecgfiodePoincar6daforma U: k (lc e R.), nomeada,rrentell i U:0.2 (ver
9.4 Inaariantes topoldgi,cos no estuilo de urn mo4elo para uma cade,i,a al,imentar tritrdficaa
o.a
62
Fignra 5.5: 6rbitas peri6dicas (" < 5) do ponto critico C. Da direita para a esquerda, as
sequ6ncias de kneadi,ng s6o: C6, (RC)*, (RL RC)*, (RL RRC)*, (RLC)*, (RL L RC)*,
(RLLC)* e (RLLLC)*. A regiSo de cor cinzal parte integrarrte daregido O2 eue ser6,
estudada adiante.
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Figura 5.6: (a) Projecqfio da traject6ria tridimensional no plarn-zy para € : 0.4 e 6z
0.65. (b) A aplica4So iterada para € :0.4 e 6z :0.65.
constatar no diagrama da Figura 5.7, o comportamento dindmico destas aplicag6es 6
anrilogo ao apresentado pelas aplica46es unimodais decorrentes da secgSo de Poincar6
lz : U : UJi,a - m (z - ry*). 6 importante, no entanto, salientar que a utilizaq6o da
5.2 Aplicaedes d,e Po'incar6. e apl'i,cagdes un'id,imens'ionais 95












Figura 5.7: 6rbitas peri6dicas (n S 5) do ponto critico C na regiSo 0. Da direita para a
esquerda, as sequ6ncias de kneading s6o: C-, (RC)'", (RLRC)*, (RLRRC)*, (RLC)*,
(RLLRC)*, (RLLC)* e (RLLLC)@. A regifio de cor cinza ndo corresponde a aplica46es
unimodais.
O estudo da secgSo de Poincar6 12 reveste.se de singular import6ncia. O espaqo
dos pardmetros por ela revelado conduz ao apa,recimento de uma fa,rnilia de aplica46es bi-
modais, para valores menores de 62, permitindo-nos estudar novas propriedades topol6gicas
associadas A, dind,rnica do modelo ecol6gico.
5.2.2 AplicagSes bimodais
No caso das aplicag6es unimodais apresentadas a,nteriormente, a entropia topolSgica 6
mon6tona com a varia4So de cada um dos parA,metros de controlo 62 e e e permite-nos
apresentar uma classifi.caqSo topol6gica completa destas aplicag6es. Como sabemos, a
andlise de aplica,g6es bimodais pode permitir identifica,r situaq6es de iseutropia (aplicaq6es
com o mesmo valor da entropia topol6gica). Com o proposito de ilustrar a ocorrGncia de
din6rnica isentr6pica no modelo, varnos estudar um conjunto concreto de pontos aos quais
corresponde o mesmo valor da entropia. Mais especifica,rrente, o subconjunto do espaqo
no estud,o de um modelo
dos parA,metros f,)2, designado por A para o qual as aplicaq6es bimodais, .f, correspon-
dentes t6m ndmero de crescimento 2, isto 6, A corresponde a,o conjunto de pontos tais que
ht"o $) : log2. O exemplo seguinte ilustra o cdlculo da entropia topol6gica de uma dessas
aplicagSes.
Exemplo 6 Cons'id,eren1,os a aplicagd,o da Figura s.p(b). As 6rbitas d,os pontos cr[tias
d,efine o par de sequ4,ncias (RMLB,LMLB)*. ord,enand,o os pontos d,a 6rbita obtemos
AL < frB : Ae I fig 1 12 : U2 < AO I rt
A matriz ile trans,igd,o correspond,ente 6,
M(f):
cujo polinimio caractertstico 6.
p(l) : det(M(f) -.\1) : () - 2)(-1 +.\).\(1 + ,\)2.
o ruimero d,e crescimento s(f) (o raio espectral d,amatrizM(f)) d2. por conseguinte, o
ualor da entropia topoligica associad,a d, aplicagd,o da Figura i.p(b) d
hr"p U) : log s ("f) : log 2.
As tabelas seguintes mostra,m os pares de lcnead,ing e os polin6mios caracteristicos
associados a cada uma das aplicaq6es isentr6picas. 6 importarrte salientar que o factor
comum (A - 2) determina o raio espectral 2 e, portanto, a mesma entropia topol6gica
hr"p U) : log 2. Assim, todas as aplica46es em estudo apresentam comportamento ca6tico
e t6m exactamente o mesmo valor da entropia.
lo o o 1 ol
Ioooorl
lo r r 11l
Irooool
Lr 1 1 o ol
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(62,r) Pares de kneailing de f
(0.478,0.86) (RLMB,LMLB)
(0.4803,0.901) (RM A, LM A)
(0.481,0.92) (RM MB, LM M B)
(0.4844,0.94) (RMMA,LMMA)
(0.496,0.84) (RM B, LM B






(52, r) Polin6mio caracteristico de M( f)
(0.478,0.86) ) - 2)(1 -.\).\(1 +.\),
(0.4803,0.901) .\ - 2U(-1 +.\ +.\')
(0.481,0.92)
^ 
- 2).\(-1+ ,\ -.\" -.\")
(0.4844,0.94) l - 2).\ -1 +.\ - .\'- ,\')
(0.496,0.84)
^ 
- 2).\(-1 +.\ + 
^")(0.501,0.78) .\ - 2)(1 -.\).\(1+,\),




(0.541,0.98) ,\ - 2).\(-1 +.\ - .\' -,\r)
A Figura 5.8 apresenta a regido O2 d qual correspondem aplicaq5es bimodais assim
como o subconjunto, A, dos pontos do espaqo dos pard.metros associados is aplicag6es
isentr6picas em estudo (htop: log 2 : 0.69314...).
5.3 Dindmicas isentr6picas e segundo invariante topol6gico
Como referimos anteriormente, a cada ponto (62,e) representado na regiSo Oz da Figura
5.8 coresponde uma aplica46o com entropia igual a log2. O raio espectral, por si s6, jri
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Figura 5.8: Representaqio dos pontos (d2, e) na regiSo oz. A cada ponto corresponde uma
aplicagSo com entropia topol6gica htop : log 2 : 0. 693 14....
n6o 6 suficiente para classificar topologicamente as aplicaq6es introduzidas. Consequente-
mente, iremos utilizar o invariante r. Em geral, para uma farnflia de aplica46es rn-modais
(m :2,314,...), rn * 1-seccionalmente lineares, a entropia topol6gica ndo 6 um invari-
arrte completo para a conjuga,gSo topol6gica. Portanto, 6 necessiirio ter outros invariantes
num6ricos, si, os quais constituirSo com a entropia topol6gica a sequ6ncia completa de
invarianates topol6gicos (q, 
"2, 
sz, ..., sm), com sl : ehtoe(f) .
6 importante recordar que a classificaqdo topol6gica 6 extremamente importante. A
cada par (d2, e) de valores de pard,metros no modelo da cadeia alimentar corresponde um
par de invaria,ntes topol6gicos (s,r). O pardmetro s identifica um regime ca6tico e o
parfunetro r identifica um nivel de complexidade dentro desse regime ca6tico. O pr6ximo
exemplo ilustra o crilculo dos invaria,ntes topol6gicos s e r.
Exemplo 7 Para o par de lmeailing (RMLB,LMLB)* podemos aplicar o algoritmo
anterior para calcular os inuariantes topokigicos associados a esta sequ4ncia. A matriz ile
5.3 D'in6,micas isentr6picas e sequndo 'i,naari,ante topol6o'i,co 99
transigd,o 6
/71 1 0 0\
looolol
M:l o 1 1 I o I
Iorlool
\o o o t t)
um Ma: )mar.t' a equagdo do uector pr6prio de Perron. Entdo
2
^ 
(") : Dq:0.416667... ,
n:t
6
l (".) : Dq:0.666667...
i:t
(com o aector u nortnalizad,o ao interaalo unitdrio). Assim, obtemos
s:2 e r:0.166667...
A aplicagd,o seccionalmente linear sem'i-conjugada associada ao par de kneadi,ng i eribiila
na Figura 5.9. Os aalores dos pard,metros con"espondentes d, aplicagdo bimod,al sdo e : 0.86
e 62:0.478.
v
Figura 5.9: Aplicaqdo seccionalmente linear paxa s :2 e r: 0.166667....
no estud,o de um modelo
A cada pax de knead,ing (P,Q) corresponde um e um s6 valor de r. Apresentamos na
Figura 5.10(a) e na Figura 5.10(b) alguns resultados num6ricos da varia,gd,o do invariante






























Figura 5.10: (a) Varia46o do invariante topol6gico r com .. (b) Variag6o do invariante
topol6gico r com 62.
Com o invariarrte r concluimos a classificaqio topol6gica das aplica46es identificando
diferentes niveis de complexidade para o mesmo estado ca6tico.
Neste capitulo apresentii,mos algumas contribuig6es pa^ra o estudo do modelo de Rosenzweig-
MacArthur para cadeias alimentares tritr6ficas. Este modelo, extrema,rrente relevante
paxa a ecologia, levanta uma s6rie de quest6es interessa,ntes relacionadas com a andlise
do comportamento ca6tico, em termos da teoria da dinAmica simb6lica. De facto, uma
abordagem rigorosa das aplicaq6es iteradas, que incorporarn as propriedades dinfi^rnicas
do sistema, torna-se possivel com o c6lculo dos dois invaria.ntes topol6gicos, s e r7 que
permitem classifi.car diferentes ceniirios ca6ticos no espago-e52 dos par6,rretros.
No que il entropia topol6gica diz respeito, a nossa andlise revelou que quando a taxa
de crescimento mdxima per capita do super-predador e a taxa de cresciment o mdxima per
capi,ta do predador se aproximam (o que significa um aumento no valor de e) a entropia
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topol6gica decresce. De forma andloga, quando a taxa de mortalidade natural per mpita
do super-predador se aproxima da sua taxa de reprodugdo (o que significa um aumento
no valor de 62) a entropia topol6gica ta,mb6m decresce. Por conseguinte, valores elevados
destes parA,metros de controlo tendem a estabilizar a cadeia alimentar. Considerando o
caso unimodal, foi possivel introduzir a ordem da din6rnica no espa&o dos parA,metros
atrav6s da representa4So das curvas isentr6picas (correspondentes as 6rbitas peri6dicas do
ponto crftico c) na regiSo O1.
O invariarrte topol6gico r, que surgiu com o estudo das aplicaqSes bimodais, permitiu-
-nos distinguir dindmicas isentr6picas. 6 interessante notar que um aumento no par6uretro
de controlo 62 sienifica um decr6scimo no invariante num6rico r. No contexto dos modelos
ecol6gicos, qual o significado deste invariante topol6gico e o que representa? Esta 6 uma
questSo pertinente para a qual n6o temos ainda resposta, mas esperarnos obtlla numa
investigaqSo futura.
no estud,o ile um modelo
Capftulo 6
Caos e crises num modelo de
predaEso com cooperaES.os
As mriltiplas interacg6es entre esp6cies constituem uma importa,nte caracteristica da com-
pleidade nos ecossistemas. Os sistemas predador-presa, modelados por equaq6es diferen-
ciais n6,o-lineares, manifestam um comportamento dinA,rnico muito rico, podendo apresen-
tar desde 6rbitas peri6dicas [56, 57] at6 atractores estranhos [58, 50, 5L,52,59, 53, 48,49].
Outros tipos de interacg6es ecol6gicas, as quais t6m recebido comparativamente uma
menor atengS,o no contexto dos ecossistemas complexos [57], sd,o as que envolvem feed-
bocft positivo na reprodugSo de esp6cies (que amplifica pequenas flutua46es e portanto
favorece alteraq6es do sistema), tal como acontece nos sistemas com cooperaqSo.
Tanto quanto nos 6 permitido conhecer, existem poucas abordagens te6ricas dedicadas
ao estudo da din6^rnica populacional relativa A, predagSo com coopera,gSo. Na literatura,
define-se coopera46o como a interacqS,o entre dois ou mais indivfduos tendo em vista a
realiza4So de um objectivo comum [60]. A cooperaqSo 6 exercida na sua plenitude quando
sdo satisfeitas duas condiq6es fundamentais: os beneficios da acgd,o comum devem ser
5A anrilise que se apresenta neste capitulo resultou na submissSo para publicaqSo do artigo cientlfico [55]
com o titulo Chaos and, crises in a moilel for ooperatiue hunting: a symbolic dgnamics approach O trabalho
foi efectuado inteiramente em colaboraqdo com o Instituto de InvestigagSo Biom6dica de Barcelona.
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Figura 6.1: Algumas esp6cies de aves, mamiferos, peixes ou artr6podes usarn a co-
opera,qSo intra-especffica durante o processo de preda,qSo, onde alguns dos indivfduos
da mesma esp6cie cooperarn para ca,gar as presas. Estudos experimentais indicam
que peixes da espdcie Caranr ignobili,s, exibidos nesta figura, exercem a designada
predagSo com cooperaqeo [61]. A fotografia foi gentilmente cedida por Keoki Stender
(www. marinelifephotography. com).
partilhados mais cedo ou mais tarde pelos individuos participantes e devem exceder o
esforgo da acgd,o mutua,rnente ben6fica. Esta estrat6gia comportamental, que tem sido
descrita em algumas esp6cies de aves, mamiferos, peixes e aracnfdeos 167, 62), revela que
individuos da mesma esp6cie cooperarn entre si para capturar as presas (ver Figura 6.1).
A din6mica da predaqSo com coopera,ge,o e o efeito do grau de coopera,gS,o intra-especifica
entre predadores n5,o estSo totalmente compreendidos, uma vez que nd,o existe uma teo-
ria consistente e devidamente fundamentada relativamente a estes sistemas [61]. Neste
contexto, algumas quest6es interessantes surgem naturalmente: qual 6 o efeito do coe-
ficiente de coopera,gS,o na preda,gSo em atractores resultantes da din6,mica dos modelos
destas cadeias alimentares? Como 6 que as estrat6gias comportamentais, durante o prG.
cesso de predagSo, influenciam a chamada crise ca6tica e sugerem causar a extingio dos
predadores?
Como foi estudado por McCann e Yodzis [63], a presenga de comportamento ca6tico
transiente em modelos de cadeias alimenta,res sem preda45,o com cooperagSo, descritos
por equa{6es diferenciais ordinri,rias aut6nomas, pode proporciona,r uma compreensdo mais
profimda de como o desaparecimento sribito e inesperad.o de populagSes pode ocorrer, sem
a necessidade de considerar varia46es espaciais ou temporais e factores externos. A ca-
racterfstica central destes sistemas 6 a ocorr6ncia de caos transiente, isto 6, as variiiveis
dinAmicas comporta^m.-se caotica.rnente durante um determinado per(odo de tempo e de
pois alteram subitamente o seu comportamento ficando restringidas a um ponto fixo, ou
a outro comportamento regular (incluindo a densidade populacional nula). Para um ecos-
sitema que exiba caos transiente a implica4So pode ser, de certo modo, desastrosa na
medida em que a densidade populacional de uma determinada esp6cie pode apresenta,r
comportamento ca6tico dura,nte um intervalo de tempo e decrescer para zero num inter-
valo de tempo relativamente curto. Foi demonstrado por McCann e Yodzis [63] que tat
fen6meno catastr6fi.co de caos transiente, o qual 6 responsd,vel pela extingSo das espdcies
em ecologia, pode de facto ocorrer num modelo de cadeias alimentares com tr6s esppcies
que incorpora premissas biologicamente significativas sobre a interacga,o entre esp6cies.
Tal como descrito por Dha,mala e Lai [64] e por Shulenburger et at. 165], um principio
fundamental estd subjacente aos estudos te6ricos acerca de caos transiente no 6,mbito dos
ecossistemas complexos: se a ertingd,o ile espdcies 6, causad,a pelo u,os transiente, entd,o
6, posstuel wra o ser humano interuir ertentamente apliund,o peqluenes perlurba41es de
mod'o a euitar que as espdcies se ertingam efectiaamenfe. Neste contexto, Dhamala e Lai
propuseraflr um esquema para controlar o caos transiente aplica,ndo perturbaq6es pequenas
e ocasionais ao sistema [64]. Atrav6s deste procedimento, o caos transiente pode ser forgado
a converter-se em caos sustentado ou em movimentos peri6dicos. Assim, a popula4So das
esp6cies a,mea4adas pode ser preservada, e al6m disso, a densidade populacional, embora
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ainda tenha um comportamento ca6tico, nunca tenderri paxa zero. Neste sentido, as
estrat6gias de controlo podem ser fteis para resolver problemas ambientais relacionados
com a extingd,o de especies [65].
Neste capitulo, construimos um novo modelo que resulta da extensio do sistema de
McCann e Yodzis para ecossistemas, com o prop6sito de investigar a dinfi.rrrica de po-
pula,g6es onde a preda4So 6 exercida com coopera,gSo. Este modelo descreve a dinfinica
de tr6s esp6cies numa cadeia alimentar envolvendo um predador, uma presa e um recurso
tr6fico. O novo modelo considera que uma dada fracg6o, o, dos predadores cooperarn na
preda,gAo da presa, enqua,nto que pa,ra a restante popula4do, I - o, apreda4do 6 exercida
sem coopera{6o. O enorme interesse, eminentemente prdtico e real, destes modelos reside
no facto de que os parimetros envolvidos t6m um significado biol6gico relevante e sfio
deduzidos a partir da andlise bioenerg6tica do sistema [64, 66]. Atendendo a que a es-
trat6gia de preda,gSo com coopera,gdo tem sido descrita para diversos grupos taxon6micos
167, 621, a nossa aniilise pode ter implica46es significativas na compreensSo da dinAmica
de esp6cies em ecossistemas naturais, onde a predaqSo envolve coopera,gdo intra-especifica.
Mais precisamente, pode constituir uma base te6rica paxa a interpreta4So da depend6ncia
dessa mesma din6,mica, relativamente aos parAmetros, em dois ceniirios: preservaqS,o de
esp6cies e extingSo de esp6cies. Em particular, estudamos em termos da teoria da dind,mica
simb6lica o novo modelo de predaq6o com coopera{io atrav6s da an6lise de uma farnflia de
aplica46es do tipo logiitico associada ao sistema. A ordena46o das sequ6ncias simb6licas
num espa,go dos pardmetros bidimensional permite-nos caracterizar a variaq6o da entropia
topol6gica e identificar o ca,minho atrav6s do qual o caos transiente 6 criado - a crise. Neste
sentido, 6 construfda uma linha, no espa4o dos parimetros, correspondente il fronteira en-
6.1 Descri,g6,o d,o modelo
tre duas regi6es firnda.rnentais: a regiSo antes da crise - que corresponde d preservaqdo das
esp6cies - e a regido depois da crise - que comesponde i extingSo das esp6cies. O m6todo
de controlo proposto por Dhamala e Lai em [64] utiliza a informa4So obtida atrav6s de
uma aplica4So iterada construida a partir dos minimos locais de uma s6rie temporal or-
perimental. Neste capftulo introduzimos novos desenvolvimentos acerca desta estratdgia
de controlo, agora no contexto dos sistemas de preda4So com coopera,g6o. Em particular,
adoptamos um procedimento com o objectivo de identificar claramente duas regi5es alvo,
separadas por uma zona de escape, e concretizamos uma andlise profunda dos pontos alvo
associados As traject6rias com maior tempo de vida.
6.1 Descrigdo do modelo
Nesta secgSo construimos e analisa,rros entdo o novo modelo para cadeias alimentares
tritr6ficas que descreve o comportamento dinA,mico de um recurso tr6fico, -8, uma presa
(ou consumidor), C, e uma popula46o de predadores, P, com cooperaqSo intra-especifica
dura,nte o processo de predagdo. Usando o modelo de McCann e Yodzis [63] (ver ta,mb6m
[66]), introduzimos uma interacgSo n6o-linea,r entre os predadores com o objectivo de
modelar a preda46o com coopera,Se,o. O modelo resultante 6 dado pelo seguinte conjunto
de equa46es diferenciais ndo-lineares:
r"y"CR
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Seguindo uma abordagem teoricamente aruiloga d, estabelecida em [67], definimos a re-
produgdo cin6tica de predadores como
,1,@): rp(l - o)P + rioP2. (6.4)
Note'se que a interac96o introduzida, tlt(P), inclui um termo n6,o.linear na reprodugdo
associada i cooperaqS,o (i.e., autocatri,lise). Tal termo nS,o.linear fiaduz o crescimento da
densidade populacional dependente da reprodugSo de predadores que exercem coopera46o
intra-especifica. Observe'se ainda que os termos associados ao consumo de presas, nas
Equaq6es (6.2) e (6.3), incluem esta cin6tica autocatalftica. Como foi a;rteriormente men-
cionado, o nosso modelo considera que os predadores podem cooperar durante o processo
de predaq6o e durante o consumo. Com o prop6sito de simular um cendrio mais realista,
consideramos o caso em que alguns indivrduos cooperaraln durante o processo de predaqdo
e outros n5o. Introduzimos o pardmetro o € [0,1], o qual indica a fracgio da populaqdo
de predadores que realizam predaq6o com coopera4So (isto 6, uma medida do grau de co-
operaqSo na popula,gSo de predadores). O parAmetro 16 diz respeito il taxa de reprodug6o
associada i, cooperagSo intra-especffica de predadores. para analisas, de forma clara, o
efeito da depend6ncia da densidade populacional nos predadores, associada ao termo ndo-
-linear em (6.4), fixa,rrros ni, : fip. Assumimos que os outros individuos (i.e., a fracgdo
1 - o da popula4So) ndo coopera,rn entre si e que se reproduzem a uma razdo constante
ro. Esta abordagem permite.nos tamt6m analisar os dois tipos de comporta,rnento (i.e.,
preda,gSo com e sem coopera46o) em termos do grau de cooperaqSo do mesmo grupo de in-
dividuos, assumindo que as presas sujeitas a preda4So com coopera{do n6o sdo consumidas
por predadores ndo-cooperativos. Isto 6, n6,o consideramos o individuos que nd,o investem
em tarefas de coopera,gdo, ou seja, caqam mas apenas para ter acesso aos beneficios.
6.1 Descrigd,o d,o modelo
Note.se que o modelo de McCann e Yodzis [63] (ver tambdm [64]) resulta de um
caso particular do nosso modelo (considera.ndo o :0 i.e., preda4So sem coopera4So). O
modelo ndo considera a estrutura etdria, varia46es individuais, correlaq6es espaciais ou
estocacidade. No caso em que 0 < o ( 1, que corresponde a uma das abordageus mais
simples i dinimica populacional da preda,gdo com coopera,g6o, ndo 6 considerada a selecgSo
dentro da mesma fa,rnflia. Fixa,mos os par6,metros
rC :0.4, yc :2.009, 0p : 0.08 e Up:2.876.
Por conseguinte, estudamos o caso em que os consumidores e os predadores podem ser
ambos invertebrados ou vertebrados de sangue frio (tal como os anfibios ou os peixes), com
um raaod,vel indice de massa corporal referente d, razb do predador/presa (:constrmidor)
[63]. Estes valores dos parA,metros ta^urb6m s6o ecologica,mente signfficativos para o modelo
de preda46o com coopera{d,o uma vez que, tal como foi mencionado anteriormente, existem
evidGncias experimentais desta estrat6gia de preda46o em esp6cies deste grupo taxon6mico.
De acordo com o estabelecido em [63, 64] considera.rrros .Bs : 0.16129 e Co - 0.5 (salvo
casos devidamente assinalados). As condigSes iniciais utilizadas em todas as andlises
efectuadas para o lO sda R(0) :0.55, C(0) :0.35 e P(0) :0.8.
No modelo original de McCann-Yodzis (com o : 0), e na aus6ncia do predador, a
dind,mica do recurso tr6fico e do consumidor, ou 6 traduzida por um ponto de equilibrio
est6,vel ou por um ciclo limite [63]. Na presenga do predador, o sistema pode ser inter-
pretado como dois osciladores acoplados, o que pode resultar numa maior complexidade
no comportamento din6mico do sistema dando origem a caos, tal como 6 exibido em [68].
O atractor estranho que envolve a coexist6ncia das tr6s esp6cies, 6 ilustrado no espa4o de
fases (R(t), C(t),P(t)) (Figura 6.2(a)). Na realidade este atractor coexiste com um ciclo
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limite localizado no plano (,R(t), c(t),0), onde os predadores se extinguem. Assim, depen-
dendo das condig6es iniciais, o sistema evolui assimptoticamente para o atractor ca6tico ou
paxa o ciclo limite com P : 0. Um pardmetro central no nosso estudo 6 I(, que representa
a chamada capacidade de carga do recurso tr6fico. Num contexto ecol6gico, a capacidade
de carga dos recursos traduz a populaqSo m6xima dos recursos que pod.e ser suportada
indefinidamente por um dado habitat sem prejudicar permanentemente a produtivida.de
do ecossistema. Quando K ultrapassa um determinado valor critico, K., ocorre um acon-
tecimento dind,rrrico designado por crise: a popula.gSo de predadores desaparece, para
quase todas as condig6es iniciais [63, 64]. TaJ crise torna o ciclo limite globalmente est6vel
no plano (R(t),c(t),0). Assim, uma dada traject6ria representativa da popula4do de
predadores comporta-se de forma ca6tica dura.nte um intervalo de tempo limitado e evolui
para o ciclo limite dando origem d, extinqSo dos predadores. Este surpreendente fen6meno
dindmico designa-se por anos trans'i,ente [63, 64]. Tal como 6 ilustrado na Figura 6.2(b) e
na Figura 6.2(c) (com K ) K"), a popula4So P varia de forma ca6tica tendendo depois
pa,ra zero, sem apresentar nenhum sinal pr6vio em termos de comportamento dinfimico.
Neste caso, a extingSo dos predadores n6,o 6 desencadeada por qualquer influ6ncia ex-
terna, em contraste com o que acontece em dgun" sistemas ecol6gicos onde a popula4So
desaparece, sendo a sua extingdo genericamente atribuida a factores extrinsecos. Se inves-
tigarmos o papel do grau de coopera4So na preda4da, o, na dindmica assimpt6tica, pila
diversos valores da capacidade de carga do recurso tr6fico, /(, encontramos uma a,mpla
regiSo no espa{o dos pardmetros (Figura 6.3(,4,), regiSo cinzenta) envolvendo a extingSo
de predadores e a sobreviv6ncia do recurso tr6fico e dos consumidores. No interior desta
regiSo, a coexist6ncia do recurso tr6fico e das presas pode ser atingida tanto atrav6s de
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Figura 6.2: Din6,mica do modelo original de McCann-Yodzis [66], a qual 6 obtida a
partir das Equaq6es (6.1)- (6.3) usando o : 0. (a) Cenr{rio de coexist6ncia eutre as
esp6cies: predador, presa e recurso tr6fico. Antes da crise existem dois comportaJrreutos
assimpt6ticos no espa{o de fases (os quais dependem das condig6es iniciais): o atractor es-
tranho onde todas as esp6cies coedstem e o ciclo limite que envolve a extingio do predador.
(b) Ap6s a crise a fnica dind,rnica assimpt6tica corresponde ao atractor peri6dico no plano
(R,C,O). (c) Caos transiente conduzindo i extingSo do predador para K : l.O2 ) Kc.
um ponto fixo como de uma 6rbita peri6dica (estes resultados ndo s6o mostrados). A
regiSo a branco dentro do espaqo dos par6,metros (-I(, o) (ver Figuras. 6.3(4.) e 6.8(8)
conduz A, coexist6ncia de todas as es1#cies, ta,rrto no caso de u:rr ponto fixo, como de uma
6rbita peri6dica est6vel ou de um atractor estranho, tal como 6 exibido na Figura 6.3(a).
Na verdade, no interior desta regi6o, e para o ) 0, o atractor estranho pode ta,urb6m
coexistir com o ciclo limite do recurso tr6fico e dos consumidores. Uma andlise detalhada
da primeira linha critica no plano (K,o) do lado esquerdo da fronteira entre as regi6es
cinzer:rta e branca, na Figura 6.3(A), mostra que a exting6o dos predadores ndo 6 atingida
uio crise ca6tica e caos transiente (ver por exemplo as Figuras 6.3(b) e 6.3(c). Este cerui,rio
pode corresponder a um meio ambiente com uma baixa capacidade de carga e, por isso,
incapaz de sustentar as tr6s esp6cies. Por exemplo, pil& K : 0.73, um valor de o ) 0.35
conduz A, extingSo dos predadores. Tal como 6 exibido no espa{o dos par6metros da Figura
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Figura 6.3: (A) Diagrama de fases mostrando a extingfro dos predadores no espaqo dos
parAmetros (K,o). A regiSo cinzenta corresponde aos pares (K,o) associados i exting6o
dos predadores (extingSo essa que 6 assumida quando P(t) S 10-10) e i sobreviv6ncia
do recurso tr6fico e da popula,gd,o de consumidores em f : 105. (B) Ampliaqdo da regido
no espa&o dos parA,metros (1(, o) onde existe crise ca6tica (as regi6es a branco em A e
B correspondem A, sobreviv6ncia das tr6s esp6cies). Note.se que i medida que o grau
de cooperaq6,o, a, aumenta, a crise ca6tica ocorre para valores menores de K. (Direita)
Dind.mica projectada no plano de fases (C, P), correspondente aos valores dos par6.rrretros
indicados com: (a) atractor estraaho para K : 0.95 e o :0.16; (b) e (c) extingdo dos
predadores para K : 0.73 e a : 0.35 e para ,t( : 0.81 e o : 0.78, respectivamente; e (d)
crise ca6tica para I(:0.935 e o:0.37.
6.3(A) e 6.3(8), um aumento do valor de o, para um determinaAo K fixo, causa a exting6o
dos predadores.
Neste estudo, tamb6m encontr6rnos uma outra linha critica pa,ra valores maiores de K,
para a qual a extingdo dos predadores 6 atingida a'ia caas transiente, tal como 6 ilustrado
na Figura 6.3d, utilizando K :0.935 e o:0.37. Calcul{rnos os diagramas de bifurca4fio
usando -I( como parAmetro de controlo para vririos valores de a fixos e detectdrnos que esta
segunda linha critica corresponde a crises ca6ticas (estes resultados n6o s5o mostrados).
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Figura 6.4: A aplica4So iterada construfda a partir dos sucessivos minimos locais da
variri,vel P para preda4So sem cooperaqdo (o : O e K : 0.9995).
Para esta fronteira mostrarnos que os valores de -K" decrescem sistematica,mente d, medida
que d aumenta, indicando que o aumento da cooperaqSo na predaqSo, perto dos valores
crfticos da capacidade de carga propensiam a extingSo dos predadores (ver a ampliaqeo
na Figura 6.3B para uma clara identificaqdo desta segunda linha critica).
6.2 Dindmica ca6tica
Com o prop6sito de compreender as principais caracteristicas das traject6rias tridimen-
sionais, podemos construir aplicaq5es unidimensionais registando os sucessivos minimos
relativos (locais) da solugSo num6rica P(t), a qual representa a densidade populacional
dos predadores. Estas aplicaq6es iteradas consistem nos pares (Pn, Pn+t), onde P, designa
o n-6simo minimo local. Tal como 6 ilustrado na Figura 6.4, os dados da s6rie temporal
ca6tica paxecem dispor-se segundo uma curya com a forma da aplica,gSo logistica.
Como sabemos, estas aplicaq6es iteradas t6m um comporta,rrento dinA,rnico a,nrilogo is
aplica46es unimodais. Com o objectivo de estudar a dind.mica das Equa45es (6.t)-(6.3)
para diferentes valores dos par6,rrretros de controlo, exibimos os diagra,rras de bifirrcaqdo





Figura 6.5: Diagramas de bifurca,gdo (em cima) calculados atrav6s d.os sucessivos minimos
Iocais, Pn, de uma s6rie temporal P(t) para o : 0. No diagrama da esquerda c6 : Q.g
e K e [0.9925,0.9998]; no diagrama da direita r(:0.9995 e cs € [0.5,0.b1]. As figuras
em baixo ilustram a variagS,o da entropia topol6gica, h6,p, paJ:a os mesmos valores dos
parA,metros utilizados nos diagrarnas de bifurca46o.
nas Figuras 6.5 e 6.6. A dindmica, com a variaqSo de K e C6, sem considerar a preda4So
com coopera'gea @ : 0) sdo ilustrados na Figura 6.5, onde surgem janelas peri6dicas
e caos. A anrilise da din6mica considerando um pequeno vaJor do grau de cooperaq6o
tamb6m 6 exibido na Figura 6.6. Para este riltimo ca.so, a dinAmica pode tarnb6m ser
governada por atractores ca6ticos.
Atendendo ds considera46es feitas na subsecg6o 1.1.1 do Capitulo 1, discutimos o
seguinte exemplo que ilustra o cdlculo da entropia topol6gica para uma aplicaqSo bimodal,
usarrdo a teoria de knend,ing.
Exemplo 8 Consiilerernos a aplicagdo d,a Figura 6./r, a qual mrrespond,e ao modela d,e
McCann-Yodzis (pois o : O). A 6rbita do ponto critico define a sequ€,ncia d,e knead,ing,
de period,o 9, RLLLLLRRC. As sequ4,ncias simb6licas que correspond,em d,s 6rbitas d,os
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Figura 6.6: (a) O mesmo que na figura anterior usa,ndo um grau de coopera&eo na preda{io,







Figura 6.7: (a) 6rbitas peri6dicas (" < 5) do ponto crftico C no espa4o dos par6metros
(K,Co) para o : 0. Da direita para a esquerda, as sequ6ncias de kneailing s6o: .B("L)6
(esta sequ6ncia simb6lica correspondente i" linha crttica, designada por q), periodo5 -
(RLLLC)@, periodo-4 - (RLLC)* e periodo-5 - (RLLRC)-. Os valores dos parA,metros
na regifio cinzenta n5o correspondem a aplicaq6es unimodais, ndo sendo, neste momento,
objecto do nosso estudo. (b) O mesmo que em (a) mas para a regiSo dos par6,metros
(K,o).
Predator's extinction
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pontos c* e c- sd,o
ct --- R(RLLLLLRRR)*
c -----+ L(RLLLLLRRR)* .
Note-se que o bloco RLLLLLRRR corresponde d, sequ€ncia RLLLLLRRC ond,e o s,tmbolo
C 6 substituddo por R d,euid,o d, parid,ad,e do bloco RLLLLLRR ser {nxpar. As uord,enad,as
'inuariantes sd,o
0"+(t) : R - Rt + Lt2 + Lts + Lt4 + Lt\ + Lt6 + Rt7 -
- Rt8 + Rte - Rtro + LtrL + ...
- R - t (R * Lt - L* - Lf - Lt4 - Lt\ - R*+
+R{ - nrt) - rto (E - Lt - Lt2 - Lt3 - L*-
-Lt, - Rt6 + Rt7 - Ert) -...
- R - t (R - Lt - L* - Lf - Lt4 - Lt, - R*+
+R{ - ftr8) (1 + re + rtt + ...)
- R - t (R - Lt - L* - Lf - Lt4 - Lts - Rt6+
+Rt7-Rt)/(r-rr)
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0"-(t): L+ Rt- L* - Ltl - Lt4 * Lf - Lto - Rt7+
+ R* - Rts + Rtro - Lir - ...
: L*t(R- Lt- L* - Lf - Lt4 - Lt, - Rt6+
+R{ - Rt8) + r" (R - Lt - Lt2 - Lt7 - L#-
-Lf - Rto + Rtz - Rr8) +...
: L+t(R- Lt- Lt2 - Lt? - Lta - Lt\ - Rf+
+Rt7 - nr8) (t + re + t" +...)
: L-tt(R- Lt- Lt2 - Lt3 - Lta - Lt' - Rt6+
+Rtr - Rt') l(r - r').
O incremento d,e knead,ing 6 dado por
u(t):0"+(t)-0"-(t)
- R-t(R- Lt- Lt2 - Lts - Lta - Lt, - Rt6+
+Rt7 - Rt') /(r - t,) -
- (t + t(R- Lt - Lt2 - Ltl - Lta - Lt, - Rt6+
+Rt7 - Rt',) l(r - t')):(-'*'W)'*
/ -zt+2t7 -zt8+zre)*.+ (1+ -- l_ld )
A matri,z d,e hneading, N(t), 6 tal que
| -t * u'@4i-'zfr'z*- 1
lN(r)l' : I I
L '* -zdr-#w l
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[Jma uez que D(t): o+] : -o#, obternos
n/+\_ l-2t+2t7-2t8+teu\L)-@
Por conseguinte, t*:0.505229... e a entropia topol1gica 6, daila por
/r\hr"p(f): t* (uJ : o-682747....
A Figura 6.5 (grr{,ficos em baixo) mostra a varia4So da entropia topol6gica, h6*, usando
K e Cs como par6,metros de controlo do modelo sem coopera&do na predagao (o : 0).
A entropia topol6gica 6 crescente com K e decrescente com Cs, sendo sempre positiva, o
que denuncia o comportamento ca6tico do modelo. Este invaria,nte topol6gico tamb6m 6
calculado considerando a predagS,o com cooperaqeo. Tal como 6 ilustrado na Figura 6.6,
a entropia topol6gica 6 igualmente positiva e cresce a, medida que o aumenta.
O estudo das sequ6ncias de knead'ing tornou possivel identificar, no espa{o dos parA,rrretros
(K,Co) e (K,o):
(i) 6rbitas peri6dicas do ponto critico C;
(ii) a linha critica, C1, etre 6 a fronteira entre duas regi6es cruciais: a regiSo antes da crise
(K < K.) - correspondente A, preserva4So dos predadores e a regi6,o depois da crise
(K > K.) - correspondente ao desaparecimento dos predadores (ver Figura 6.7).
O diagrama da Figura 6.7(a), mostra como os periodos (" < 5) estSo organizados no
espa,go dos par6,metros (K, Cs) assim como a linha cdtica. Da direita para a esquerda na
Figura 6.7, temos as sequ6ncias de knead,ing: R(L)* (esta sequ6ncia simb6lica corresponde
aa full shift, o qual ocorre na linha critica designada por C7), periodo-S - (RLLLC)@,
periodo-4 - (RLLC)* e periodo-5 - (RLLRC)-. O esquema seguinte representa algumas
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7-t-* -t3 +t4 0.s4353s...
1+r+ t2 -ts 0.609378...
-7-t-* -t3 +t4 0.6s6256...
Realizri,mos a mesma andlise para o ) 0 e representdrnos os periodos das 6rbitas no
espa{o dos par6,metros (.I(, o) correspondentes a aplica46es unimodais. O criJculo destes
periodos 6 efectuado no intervalo 0 ( o ( 0.15, uma vez que a nossa andlise se restringe
As aplica46es unimodais e estas apenas surgem nesta regiSo. 6 interessante constatar que,
neste caso, tal como paxa o : 0, tamb6m foi identificada a linha critica, Q, assim como
exacta,tnente os mesmos periodos, que arrtecedem a crise (ver Figura 6.7(b)). Os periodos
sdo dados (tarrbem da direita pa,ra a esquerda) por .B(.L)-, perfodo5 - (RLLLC)@,
periodo4 - (RLLC)* e periodo-5 - (RLLRC)-. Contudo, a regido ocupada por estes
periodos no espa,go dos pardmetros (.K, o) 6 menor. Note-se que a linha critica coincide
exactamente com a linha critica representada na Figura 6.3(8).
6.3 Crise e controlo do comportamento ca6tico na predagao
com cooperageo
Tal como foi referido arrteriormente, a populaqdo de predadores pode extinguir-se uia caas
transiente. Neste contexto particular, uma questS,o surge naturaJmente: serd possfvel
prevenir a extingdo dos predadores? Uma possfvel resposta consiste em diminuir a ca-
pacidade de carga do recurso tr6fico, K, do meio a,mbiente. No entanto, de um ponto de
vista ecol6gico, tal poderr{, ndo ser uma estrat6gia vir{,vel atendendo ao tempo necessdrio
paxa o fazer depois de detectar que a populaqio de predadores estd, em perigo. Todavia,
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6 possivel evitar o ca,os transiente actuando directamente numa dada varidvel dinimica.
Assim, Dhamala e Lai [64], introduzira.rrr um mdtodo prr{tico para marrter a dinAmica de
ca,os transiente extraindo informaqSo de uma aplicagSo iterada. Fazendo uso de pequenos
e ocasionais ajusta,rnentos As popula.g6es locais em instarrtes apropriados, o caos transiente
pode ser mantido [64].
No que se segue, e por clareza de exposigSo, descrevemos passo a pa,sso o mdtodo de
controlo para ma,nter o ca,os no nosso modelo, o qual partilha determinadas caracteristicas
com o m6todo de Dha,rnala e Lai [64]. Em particula,r, contruimos a aplicaqSo de retorno
que consiste em paxes (Pn, Pn+t) obtidos a partir dos sucessivos minimos locais da s6rie
temporal P(l). Calculando as pr&imagens de um ponto fixo, identiflcrunos d;ulas rqi6es
alao e uma zona de escape. Os pontos alvo obtidos conduzem a traject6rias que podem
permaJrecer no atractor ca6tico durarrte um longo periodo de tempo. Perturbando a
traject6ria tridimensional da solugfio quando P, excede um valor preciso (isto 6, quando
Pn "cai" fia zona de escape) para o ponto mais pr6ximo no interior da regiSo alvo, o caos
transiente pode ser efectivamente ma,atido.
6.3.1 DescrigSo do m6todo de controlo
(i) Considertunos o sistema aut6nomo tridimensionat dado pelas Equa46es (6.1)-(6.8), o
qual tem uma solugdo mrm6rica que consiste em pontos da forma (R(t),c(t), p(t)).
Na nossa andlise toma,mos o como pardmetro de controlo (o grau de coopera4So na
predagSo).
(ii) Considerondo o" o valor crftico induzido pelo grau d.e coopera4So na predagSo, para
o ) oc tem lugar o caos transiente.
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(iii) Uma s6rie temporal exibindo ca,os transiente (ver, por exemplo, Figura 6.2c) apre-
senta curtos trogos de oscila46es ca6ticas com um pequeno udmero de minimos locais.
(iv) Com uma condigSo inicial particular, seja P, (n : 1.,2,..., N) o conjunto de todos
os mfnimos locais correspondentes i s6rie temporal P(t). Nesta situagS,o, o grdfico
de pares (Pn,Pn+t) comporta apenas alguns pontos.
(v) Com o objectivo de extrair informa4So ritil e relevante acerca da dind,mica subjacente,
6 considerado um elevado nrimero de condig6es iniciais, o que conduz a um conjunto
de traject6rias de P(f) com ca,os transiente, cada uma das quais contribuindo com
um determinado mimero de pontos para o grffico dos pares (Pn, Pn+t).
(vi) Como consequGncia, obt6m-se a representa4So de uma aplicaqdo discreta
Pn+l: f(P").
(vii) A dinSrnicasubjacente6 aproximadarnente unidimensionale aaplicaqSo /6 conside.
rada uma aproxima4So de uma curva regular unidimensional (ver Figua 6.3).
Com o objectivo de testar a estrat6gia de controlo para sistemas de predadores que
efectuam predaqSo com coopera46o, considerarnos a aplica4So da Figura 6.8 como um
exemplo tfpico para o ) oc (depois da crise, induzida por o). Em todas as investiga@s
num6ricas que se seguem, usaremos K : 0.99 e o : 0.07 (para estes valores t oc N
0.041665).
(viii) Com base na observaqdo crucial de que uma iterada da aplicaqSo que se situa abaixo
do ponto fixo P* tende para zero rapida,rrente, 6 possivel identificar precisa,mente
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duas regi6es aluo e uma zona de escape atrav6s do ciilculo de certas pr6imagens, no
sentido da explica,g6,o dada nas linhas seguintes.
Determinagd,o d,os pontos B e C, tal como eribid,os na Figura 6.8
(ix) Designemos o ponto fixo P* por
p* : (pi, f @iD, com f (pil : pi.
Em particulr, P*: (0.589345,0.589345) na aplica,gSo da Figura 6.8. A primeira
pr&imagem de pi por meio de / permite-nos obter o ponto
(t-'@il,ei) .
O crilculo da segunda pr6-imagem de pf por meio de / permite-nos identificar dois
pontos da forma
(t-' @il ,l-' @i)) ,
nomeadamente, B : (h,bz) e C : ("t,"2), com b2 - c2 : f-t (pi). Particular-
mente, na Figura 6.8, temos B : (0.637881,0.731615) e C : (0.667336,0.731615).
(A notaqeo "f-1 ndo deve ser confundida com a de fungdo inversa. As duas coincidem
apenas se / 6 uma bijecg5o).
Detenninagdo d,os pontos A e D, tal como eribidos na Figura 6.8
(x) Consideremos o ponto B : (h,b2). Com o ciilculo da terceira pr6imagem de b1 por
meio de /, pode representar dois pontos da forma
(/-' (ar) , f-' (ur)) ,
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maisprecisa.rnente, A: (at,a2) e D: (dt,d2) coma2: d2: t-2(fu). Paraa
aplica4So da Figura 6.8, A: (0.63236, O.7L9794) e D : (0.672548,0.719794).
As regiSes aluo de Pn
(xi) Ap6s o procedimento arrterior, podemos construir as duas regi5es a partir das quais
as coordenadas alvo Pn sdo escolhidas, isto 6, a regi6o entre as linhas verticais a eb e
a regiSo entre as linhas verticais c e d. Por acr6scimo, a zona de escape 6 clara,mente
identificada, estando estabelecida entre as linhas b e c.
O conjunto d,e pontos aluo necessdrio para efectuar o controlo
(xii) A dnica informaqdo necessdria para o controlo 6 experimentalmente acessivel. Para
cada coordenad,a Pn nas duas zonas alvo da aplica4So / ta,mb6m registamos os corres-
pondentes valores das restantes vari6veis dinAmicas, Rn e Cn. Como consequ6ncia,
o conjunto de todos os pontos alvo tem elementos da forma (RnrCnrPr), os quais
contGm valores das t$s variri,veis din6.micas do sistema (6.1)-(6.3), com P,, sendo
sempre um minimo local, correspondendo & uma regiio alvo da aplica4So.
O controlo
(xiii) Quando uma traject6ria "cai" na zona de escape, isto 6, quando o valor de P* em
(RnrCn,P") 6 maior do que b2 : c2, seleccionamos o ponto mais pr6ximo, no con-
junto dos pontos alvo, tal que a perturba4So requerida (distdncia euclidiana entre o
ponto de escape e o ponto alvo), dada por AX(t) : ,
seja minima. A aplica4So do controlo consiste em colocar a traject6ria no ponto alvo
seleccionado.
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Figura 6.8: A aplica{eo iterada construida a partir dos sucessivos minimos locais da
varidvel P usando um conjunto de 250 condig6es iniciais para o modelo de preda4So com
coopera4So para 1( : 0.99 e o :0.07 > o" (ap6s a crise).
6.3.2 Anr{lise das regi6es alvo
O m6todo inicial de controlo proposto por Dhamala e Lai mostrou ser eficaa na prevenqSo
do caos transiente em sistemas el6ctricos, no modelo de McCann e Yodzis e em sistemas
quimicos com comportamento de bursting 1641. Tal como esperado, ao testar o nosso
m6todo para o sistema de predagSo com cooperaq6,o, constatarnos que o ca,as transiente
pode tamb6m ser convertido em comportamento ca6tico continuado. A Figura 6.9 mostra
u:rra s6rie temporal para os predadores depois de ocorrer a crise, considera,ndo o : 0.07 )
oc e K : 0.99. Para este caso particulax, apenas precisamos de aplicar seis perturbaq5es
para marrter o comportamento ca6tico, e a intensidade de tais perturbag6es 6 AX(t) n:
0.07.
A caracteriza,Eso das propriedades das regi6es alvo de P, entre as linhas a e b e c e
d (ver Figura 6.8), para intervalos de maior amplitude de varia4d,o dos par6,metros, pode
ser muito vantajosa de um ponto de vista priitico, uma vez que a quantificagdo rigorosa
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Figura 6.9: (a) A s6rie temporal P(t) controlada ap6s a crise, usa,ndo os mesmos valores
dos pard,metros da figura arrterior. Neste caso, a extingSo 6 evitada para a preda46o com
cooperagSo (tal como paxa o : 0, correspondente a,o modelo de Dha,rnata e Yodzis). As
linhas verticais a tracejado indicam os momentos em que foi efectuado o controlo. (b) A"
pequenas e ocasionais perturbaq5es necessdrias para forgar a continuaqSo do comporta-
mento ca6tico.
dos pardmetros criticos (K. e o") em ecossistemas naturais ndo 6, usualmente, de fdcil
obtengSo. Uma a,ndlise mais detalhada das duas regi6es alvo indica que o nfmero de
iteradas de Pn e os tempos de vida das traject6rias resultarrtes do ponto (Rn,Cn,Pn),
s6,o visivelmente n6o uniformes. Este comportamento assim6trico das coordenadas Pn 6
particularmente interessa,nte e 6 uma das mais notdveis e apelativas caracteristicas da
dind,rnica (ver Figura 6.10). Primeiramente, investigamos as propriedades destas regi6es
alvo para o modelo de McCann-Yodzis (i.e., o : 0). Na Figura 6.11(a) representamos
a distribuigSo das frequGncias absolutas de classes de iteradas, .Q, aumentando .K para
al6m do valor da crise. Note-se que a fungSo dx : K - ,K" representa a dist6ncia de
K ao valor da crise, K". Neste caso, as frequ6ncias fli s6o calculadas como o nrimero de
pontos alvo Pn com i iteradas no interior de ambas as regi6es alvo. Constactamos que os
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Figura 6.10: As iteradas de P, nas duas regi5es a partir das quais os pontos alvo sdo
escolhidos (as regi6es entre as linhas a e b7 e entre as linhas c e d naFigura 6.8). Ta,mbem
sd.o ilustradas amplia46es destas regi6es alvo, exibindo o nfmero de iteradas (em cima) e
o tempo de vida de cada ponto, Pn (em baixo).
facto, neste caso, existem 4 classes de iteradas As quais correspondem frequ6ncias muito
mais elevadas do que as outras. Estas classes correspondem a valores de P, que exibem
um maior ufmero de iteradas. os pontos (ti,.Q) que n6o s6o mostrados na figura por
motivos de escala, sda (47,747), (48,264), (49,447) e (50,242). O aumento de I( envolve
geralmente um descr6scimo no nfmero de classes de iteradas, as quais estSo concentradas
em valores de P, com um menor mimero de iteradas.
Na Figura 6.11(b) e na Figura 6.11(c) exibimos, respectivamente, os instantes nos
quais as perturba,g5es devem ser aplicadas para manter o comportamento ca6tico e o
valor m6dio da intensidade destas perturbaq5es, AX(t), para valores crescentes de $y. E
interessarrte notar que, apesar de ndo encontrarmos uma ordem regular no nrimero e na
frequ6ncia das interveng6es, as suas intensidades m6dias decrescem ligeiramente d medida
AuLe 6x aumenta (ver Figura 6.11(c)). O cdJculo da regressSo linear conduz a,o coefi.ciente
de correla4So -0.79721.... No que diz respeito A, Figura 6.11(d), e em concorddncia com
a Figura 6.11(a), o valor m6dio dos tempos de vida, i7, das duas regi5es alvo decresce
para valores crescentes de dx. Utilizando o m6todo dos minimos quadrados, encontrd^rnos
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Figura 6.11: Estrutura e propriedades das duas regi5es alvo obtidas para efectuar o con-
trolo do caos ir, medida que o par6,metro, K, aumenta para al6m do valor da crise, I("
(determinado atrav6s da firngSo dx: K - K"), usando o : O. (a) Para cada valor de
K ) K. mostramos a distribuigSo das frequOncias de iteradas, Il. (b) Distribuig6o das
interveng6es necessdrias para manter o ca,os dura,nte o intervalo de tempo 0 < , < 4000.
O eixo vertical exibe os instantes nos quais as perturba46es fora,m efectuadas para cada
valor de K ) K". (c) Valores m6dios das intensidades das perturbaq6es para cada valor
da firngdo /6 mostrada em (b). A linha recta corresponde a uma regressSo linear. (d)
Valores m6dios dos tempos de vida, 7;, dos pontos no interior das regi6es alvo. A curva
representa.da 6 uma lei de ajusta,rnento do tipo pot6ncia (ver section 6.4).
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uma lei de ajustamento do tipo pot6ncia dada por -1 : 37.72790-0'3e8e7. TaJ como
esperado, tamb6m encontrd,rros uma lei de ajustamento do tipo pot6ncia entre o nrimero
m6dio de iteradas dos pontos P, no interior das regi6es alvo e a fung6o dx (p*aeste caso
T :2.0919d-0'308r;. De facto, a correla4So entre o tempo m6dio de vida e o valor m6dio
das iteradas no interior das regi6es alvo 6 0.9863... (estes resultados ndo s6o mostrados).
Seguidamente, repetimos a andlise anterior estudando a dind^mica para valores do coe-
ficiente de predaqdo com coopera{Io, o,maiores do que o ponto critico o", usando agora a
firnge,o do : o-oc (ver Figura 6.12). Taf como nos resultados arrteriores, a Figura 6.12(a)
mostra um decr6scimo nas classes de frequ6ncias mais elevadas i, medida que o se afasta
de o". Al6m disso, os maiores valores de -Q tamb6m ocorrem para valores pr6ximos do
valor da crise, com 5 classes (i, F1) de iteradas com valores da frequ6ncia consideravelmente
maiores: (46,92), (47,263), (48,479), (49,703) e (50,391). A diferenga no nfmero totat de
interveng6es paxa o controlo do sistema, referente ds situa,g6es apresentadas nas Figuras
6.11(b) e 6.12(b), 6 de 77, isto 6, 6 necessdrio efectuar menos perturba46es na presenga de
uma crise induzida pelo parA,metro o. Nesta situa45,o, embora a m6dia de perturba,g5es seja
ligeiramente maior, tarrb6m se verifica uma variaqSo pequera quando o ) oc (ver Figura
6.12(c)). Os tempos m6dios de vida, 77,, exibidos na Figura 6.12(d) quando 6o - 0 sda
mais longos quando comparados com os exibidos ua Figura 6.11(d). A lei de ajustanento
do tipo pot6ncia 6 neste caso dada por v7:37.91.320-0'44168, enquanto que a lei de
ajustamento do tipo pot6ncia paxa a m6dia de iteradas 6 T : 2.97784-0,8758 (para esta
situaqSo, o coeficiente de correla46o eatre i7 e Z foi 0.971...).
Neste capitulo construimos e analisdrnos a dind,mica popr:lacional de um modelo de
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Figura 6.12: O mesmo que na figura anterior mas agora usando.I(:0.gg e do: o - oc.
predagSo com cooperagdo estendendo o modelo de McCann-Yodzis [63]. O novo modelo
considera um coeficieate de cooperaq6o o que origina diferentes estrat6gias comporta,uren-
tais na populaqao de predadores.
No que diz respeito A, entropia topol6gica, para o modelo original de McCann-Yodzis
(o : 0), este invariante num6rico 6 crescente com a capacidade de carga do recurso tr6fico,
K, e 6 decrescente com o parA,metro Cs. Para o modelo de predaqdo com coopera46o
verifi.cd,rnos que o valor crftico, K", decresce para valores crescentes do coeficiente de co-
opera4So a, indicando que os predadores se tornarn mais susceptiveis i. extingio A, medida
que o grau de preda4So com cooperaqSo aumenta. Ta,rrrb6m caracterizdrnos a ordem das
sequ6ncias peri6dicas de kneading no sentido da crise nos espaqos dos par6^rnetros (.t(, Cs)
e (K,o), obtidas a partir das aplica46es u:rimodais. Para a.urbos os espaqos dos par&netros
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5 (RLLLC)- e .B(.L)- identificada com a linha da crise.
No contexto do controlo do caos transiente, aplicrimos um procedimento de controlo que
partilha com o m6todo de Dhamala e Lai [6a] alguns princfpios fundamentais. Mostrdrnos
que tal m6todo tamb6m 6 capaz de converter o caos transiente em comportamento ca6tico
continuado para o nosso modelo de predaqdo com coopera,g6,o. Atendendo i, importfincia
das regi5es alvo no m6todo de controlo, foi elaborado um estudo aprofirndado das carac-
teristicas dessas regi6es. Mais especificamente, analisdrnos o comporta^rnento das iteradas
e dos tempos de vida dos pontos dessas regi6es para valores crescentes dos parA.metros .I(
e o, paxaal6m dosseusvalores crfticos, usa,ndo asfung6es dx: K -K.edo:o-oc.
Em ambos os casos ndo encontrdrnos um padrdo comportarrrental regular na aplicaqSo das
perturbaq5es para valores crescentes de /, embora para a crise induzida por oc o nrimero
de interveng5es seja substancialmente menor. Os valores mddios de tais perturbaq6es, em
ambos os casos, mostraram seguir uma relaqSo aproxima.damente linear, decrescente para
valores crescentes de /. Apresentdrnos tamb6m uma lei de ajustamento de tipo pot6ncia
entre o nrimero m6dio de iteradas e o tempo m6dio de vida, i medida que os parA,metros
criticos crescem para al6m dos respectivos valores da crise. Os resultados mostraram estar
em perfeita harmonia com outros estudos de fen6menos de transigeo [69].
Considerag6es finais
Os estudos apresentados nesta dissertaqSo protagouizam uma ercperi6ncia de interdisci-
plinaridade cientifica, suscitando reflex6es sobre determinadas propriedades partilhadas
por sistemas dinAmicos em dominios do conhecimento que apresentarn uma estrutura con-
ceptual distinta. De facto, a aplica4So de elementos da teoria dos sistemas din6,rnicos
discretos a modelos que descrevem fen6menos na economia e na ecologia tornou possfvel a
identffica4do de aplica46es unidimensionais essencias para a caracterizaq6o pormeuorizada
da din6mica, assim como para a quarrtificaqdo da complexidade. Mais precisa,rnente, estas
aplica,g6es prestam-se a estudos num6ricos exaustivos e a sua estrutura permite uma des-
crigio te6rica, em termos de dind,rrica simb6lica, particularmente completa. Ao explorar
o comporta,mento dinA,mico dos sistemas, destaca-se o aparecimento do comporta,mento
ca6tico nos vdrios modelos, que atrav6s do estudo de invariantes topol6gicos se revela com
um cardcter estruturado. Este comportamento 6 ilustrado atrav6s do estudo da varia4So
da entropia topol6gica, ou de situaq6es de isentropia bem como da ordena4So simb6lica
dos periodos nos espa,gos dos parAmetros considerados.
Motivados pelo comportamento ca6tico dos modelos, aplicdrnos procedimentos paxa
controlo do caos, quer seja aplicando uma pequena perturba4So no par6,metro, eliminando
esse comportartento do sistema e induzindo-o a comportar-se periodica,rnente, quer seja
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aplicando uma pequena perturba4So na vari6vel dinA,mica preservando o comportamento
ca6tico. O controlo da dinimica ca6tica impede a ocorr6ncia de situa,g6es de comporta-
mento indesejri,vel com possiveis repercuss5es irreversiveis nos sistemas sociais ou natu-
rais. Na verdade, e em determinadas situaq6es, 6 importa,nte na economia a aplicaqdo
de t6cnicas de controlo do ca,os que conduzam i obtengdo de ciclos peri6dicos, enquarrto
que na ecologia, no contexto da din6rnica populacional caracterizada pela edst6ncia de
caos transiente, 6 fundamental a utilizaqdo de m6todos que resultem na preservagdo do
comportamento ca6tico, o que significa a preservaqdo das especies.
O trabalho apresentado ao longo dos cap(tulos anteriores constitui um estudo de mode-
los ndo-lineares cuja investiga{So encema aspectos que motivam novos e entusiasmados
desenvolvimentos. De facto, determinados rarnos da matemri,tica vivem caAayez mais de
experi6ncias interdisciplinaxes que despertam a curiosidade, colocando novas interrogaq6es,
que contribuem para o desenvolvimento da teoria.
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